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1 Teilbarkeit und Zahlenkongruenzen

In diesem ersten Abschnitt beschiftigen wir uns mit einem sehr wichtigen und sehr fundamentalen Werk-
zeug in der Welt der Zahlen: den Zahlenkongruenzen. Wir werden feststellen, dass diese ein méchtiges Mit-
tel bereitstellen, um Aussagen iiber Teilbarkeit zu machen.

Nach einem kleinen Einblick in die Welt der Zahlen motivieren wir die Definition der Zahlenkongruen-
zen. AnschlieBend werden wir ein paar sehr wichtige Eigenschaften herausfinden und zum Teil beweisen.
Am Ende wenden wir diese Eigenschaften auf ein paar interessante Beispiele an.

1.1 Die Welt der Zahlen

Zahlen kennt jeder. Das sind zum Beispiel 0,1,2,3, aber auch —1,-2 und %,% und —%. Die Mathematik

begann unter anderem mit dem Studium dieser faszinierenden Objekte und auch heute noch ist die so-
genannte Zahlentheorie ein wichtiger Bestandteil der modernen Mathematik. Aber was fiir Zahlen gibt es
eigentlich, und was kann man mit ihnen tun?

Die einfachsten Zahlen sind wohl diejenigen, mit denen wir zdhlen: 0, 1,2, 3,4, .... Wir nennen sie natiir-
liche Zahlen und bezeichnen die Menge aller natiirlichen Zahlen mit N.

Bald jedoch stellte man fest, dass es sehr hilfreich sein kann, auch negative Zahlen zu betrachten, zum
Beispiel, um eine Subtraktion von zwei Zahlen immer ausfiihren zu kénnen. Das fiihrte dazu, die natiirli-
chen Zahlen um die Zahlen —1, -2, —-3,... zu erweitern. Die Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen zusammen
mit den negativen Zahlen bezeichnet man als ganze Zahlen und schreibt Z fiir die Menge aller ganzen Zah-
len.

Auf dhnliche Weise (doch deutlich spéter) kam man zu der Idee, noch weitere Zahlen zu definieren,
namlich Briiche. Briiche (oder auch Bruchzahlen) sind Zahlen von der Form 7, wobei a und b beliebige
natiirliche Zahlen sind, aber b nicht 0 sein darf. Zum Beispiel 15 und % Intuitiv bedeutet % so viel wie

2’3
»teile a durch b“. Die Darstellung als Bruch ist nicht eindeutig, da man die gleiche Zahl durch Kiirzen und
Erweitern auf mehrere Weisen darstellen kann. Zum Beispiel ist % = % = g. Jede natiirliche Zahl kann man

als Bruchzahl auffassen, indem man sie in den Zahler schreibt und in den Nenner eine 1 tut, wie in 2 = %
Die Gesamtheit aller Bruchzahlen wird mit Q. bezeichnet.

Was passiert, wenn wir die Idee der negativen Zahlen auf die Bruchzahlen Q. anwenden? Wir erlauben
dann auch negative Bruchzahlen, also zum Beispiel —% oder %2 (letzteres ist gleich — %). Diese neue Menge,
die also aus allen Zahlen der Form % und —% besteht (mit @ und b natiirliche Zahlen und b ungleich 0), wird
mit Q bezeichnet. Die Zahlen in Q heillen rationale Zahlen.

@Q besteht aus allen Zahlen, die uns fiirs Erste interessieren werden. Gibt es noch weitere? Tatsdchlich
existieren noch weit mehr Zahlen als die rationalen, ndmlich die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen
C. Doch mit diesen werden wir uns wannanders beschéftigen.

Wir sehen, dass wir die folgende Kette haben:
NcZcQ.

Dabei meint ,c*, dass alle Elemente aus der linken Menge auch zur rechten gehoren. Die rationalen Zahlen
sind also die grofte Zahlmenge; allerdings sind es die ganzen Zahlen, die uns am meisten interessieren
werden.

1.2 Rechenoperationen

Nun haben wir alle fiir uns wichtigen Zahlen kennengelernt, bis hin zu den rationalen Zahlen Q. Aber was
konnen wir damit machen? Die Antwort ist einfach: Rechnen!

Es gibt vier wichtige Grundoperationen auf den Zahlen: Addition (+), Subtraktion (-), Multiplikation
() und Division (). Eine interessante Frage ist, auf welcher der drei oben vorgestellten Zahlenmengen die
Operationen immer ausgefiihrt werden kénnen. Damit ist gemeint, dass das Ergebnis der Operation in der
Zahlenmenge bleibt. Tabelle 1.1 enthélt die Antwort auf die Frage.

Wie man sieht, lassen sich in groReren Zahlenmengen auch mehr Operationen durchfiihren'. Man be-
achte, dass eine Division a : b nur fiir b # 0 durchfiihrbar ist (abgesehen davon kann man in Q aber immer

i ist 2.0 = DS
teilen, denn es ist g 5= qr)

I Tatsichlich ist die Durchfiihrbarkeit der Operationen die Motivation dahinter, die immer gréRer werdenden Zahlenmengen zu
konstruieren.



|+ | - | -] :
N | ja | nein(z.B.3-4=-1) | ja | nein(z.B.2:3=%)
Z|ja ja ja | nein (z.B.(2:3=%)
Q| ja ja ja ja

Tabelle 1.1: Durchfiihrbarkeit der vier Grundrechenoperationen in den drei Zahlenmengen. ,ja“ heil3t
durchfiihrbar und ,nein“ heit nicht durchfiihrbar.

1.3 Das Problem der Teilbarkeit

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Division in @ immer durchfiihrbar ist, in Z allerdings
nicht. Diese Tatsache macht die ganzen Zahlen in einem gewissen Sinne komplizierter als die rationalen
Zahlen — und dadurch auch interessanter. Da man sich auch in Z dafiir interessiert, Zahlen durcheinander
zu dividieren, definiert man den Begriff der Teilbarkeit:

Definition 1.1. Seien a und b zwei beliebige ganze Zahlen. Dann sagen wir a teilt b (bzw. b ist durch a
teilbar), geschrieben a| b, falls die Division b: a in Z durchfiihrbar ist, d. h., falls b: a eine ganze Zahl ist.
Alternative Formulierung: Wir sagen a| b, falls es eine ganze Zahl k mit b = k- a gibt.

Die zweite Formulierung nutzt den Fakt, dass wenn b : a eine ganze Zahl ist und wir diese ganze Zahl k
nennen (d. h. b: a = k), dann gilt b = k- a. Ein paar Beispiele zur Verdeutlichung:

Beispiel 1.2. a) Esgilt2|6, denn 6:2 = 3 ist eine ganze Zahl. Mit der alternativen Formulierung wiirden wir
sagen, dass 2|6 gilt, weil 6 =3 -2 (hier ist also k =3 =6:2).

b) Es gilt nicht3|5,denn5:3 = g—’ ist keine ganze Zahl. Mit der alternativen Formulierung kommen wir zu
dem gleichen Ergebnis, denn es gibt keine ganze Zahl k mit5 =k - 3.

c) Ist —5|10richtig?Ja, denn 10: (—5) = —2 ist eine ganze Zahl! Mit der alternativen Formulierung sehen wir
analog, dass —10 = —2-5 (hier ist also k = —2).

d) Ist 0|1 richtig? Nein, denn 1 : 0 ist nicht durchfiihrbar. Mit der alternativen Formulierung kommen wir
zu dem gleichen Ergebnis, denn es gibt keine ganze Zahl k mit1 =k 0.

e) Fiirjede ganze Zahl a gilt 1| a, weil a: 1 = a immer eine ganze Zahl ist.

f) Was ist mit 0|0? Die Division 0 : 0 ist nicht durchfiihrbar, was fiir 01 0 spricht. Andererseits stimmt 0 = k-0
fiir jede ganze Zahl k, d. h. die alternative Formulierung besagt, dass 0|0 richtig ist. Tatsdchlich sagt man,
dass 00 stimmt.

Das letzte Beispiel zeigt, dass die alternative Formulierung fiir die Definition der Teilbarkeit in dem
Spezialfall a = 0 und b = 0 zu einem anderen Ergebnis fiihrt als die Definition mit ,, b : a ist durchfiithrbar®.
Abgesehen von diesem Spezialfall stimmen beide Definitionen aber {iberein, sodass es gentigt, die erste der
beiden Definitionen zu kennen.

Betrachten wir mal ein weiteres Beispiel:

Beispiel 1.3. Stimmt 22 |2647? Ja, denn 264 : 22 = 12 ist eine ganze Zahl. Stimmt auch 11|264? Es gibt zwei
Wege das herauszufinden:

1. Offensichtlich ist 264 : 11 = 24 eine ganze Zahl und folglich gilt 11 |264.

2. Wir wissen bereits, dass 22264 richtigist, d. h. 264 ist ein Vielfaches von 22. Wegen 1122 folgt bereits,
dass 264 auch ein Vielfaches von 11 ist, also stimmt 11 | 264.

Die zweite Methode in dem vorigen Beispiel fiihrt zu folgendem allgemeinen Satz, unserer ersten Regel
uiber Teilbarkeit:

Satz 1.4. Seien a, b, c ganze Zahlen. Gilt a|b und b| c, so stimmt auch a| c.

Wir werden uns spéter mit derartigen Regeln beschéftigen und auch beweisen. Fiirs erste gentigt es,
diese Regel zu verstehen. In obigem Beispiel ist @ = 11, b = 22 und ¢ = 264. Der Satz sagt dann: Weil 11 | 22
und 22264 gilt, stimmt auch 11| 264.



1.4 Definition der Zahlenkongruenzen

Schauen wir uns ein weiteres Beispiel an:

Beispiel 1.5. Stimmt 17|18722 Um das herauszufinden, dividieren wir (schriftlich) 1872 durch 17. Wir sehen,
dass dabei der Rest 2 auftritt, das heil3t 1872 : 17 ist keine ganze Zahl.

Das Beispiel zeigt, dass die Teilbarkeit von ganzen Zahlen sehr eng mit dem Rest bei der Division ver-
bunden ist. Wenn wir also einen Weg finden, mit dem wir auf einfache Weise den Rest einer (grof3en) Zahl
bei Division durch eine andere Zahl berechnen kénnen, dann wissen wir insbesondere, ob die groRe Zahl
durch die andere Zahl teilbar ist. Diese Idee motiviert die Definition von sogenannten Zahlenkongruen-
zen?. Da wir uns ab jetzt nur noch fiir den Rest einer Zahl bei Division durch eine bestimmte andere Zahl
ineressieren, lohnt es sich, zwei Zahlen als , dhnlich“ anzusehen, wenn sie den gleichen Rest haben:

Definition 1.6. Seien a, b und m nichtnegative ganze Zahlen und m ungleich 0. Wir sagen
a=b (mod m) (,a ist kongruent zu b modulo m*),

wenn a und b den gleichen Rest bei Division durch m haben.

Ein paar Beispiele:
Beispiel 1.7. a) Es gilt5=8 (mod 3), denn 5 und 8 haben den gleichen Rest bei Division durch 3.
b) Es gilt nicht 625 =4 (mod 2), denn 625 und 4 haben verschiedene Reste bei Division durch 2.
¢) Esgilt 81 =31 (mod 10), denn 81 und 31 haben beide den Rest 1 bei Division durch 10.

Man sieht sofort, dass fiir nichtnegative ganze Zahlen a und m mit m ungleich 0 gilt: a ist genau dann
durch m teilbar, wenn a = 0 (mod m), denn letzteres ist gleichbedeutend damit, dass a den gleichen Rest
wie 0 bei Division durch m hat und 0 hat den Rest 0. Kongruente Zahlen zu finden hilft also (wie eingangs
bereits angedeutet) dabei, Teilbarkeitseigenschaften zu beweisen.

Unser Ziel in den kommenden Abschnitten wird sein, hilfreiche Eigenschaften fiir Zahlenkongruenzen
zu finden, die es uns erlauben, auf einfache Weise festzustellen, ob zwei Zahlen kongruent modulo einer
dritten sind.

1.5 Das Verhalten der Einerziffer bei Addition und Multiplikation

Wir beschrénken uns zunéchst auf die Frage, wie wir die Einerziffer von Summen und Produkten groRer
Zahlen berechnen kdnnen. Spédter werden wir sehen, dass sich die dabei entwickelten Methoden leicht auf
Zahlenkongruenzen anwenden lassen.

Es ist immer hilfreich, sich interessante Fragen zu stellen. Hier ein paar Beispiele:

Frage 1.8. Was ist die Einerziffer von3 3110002
Es ist unmoglich, diese Zahl mit einem Taschenrechner auszurechnen. Um eine Idee zu bekommen,
was die Einerziffer sein konnte, rechnen wir die Einerziffern von kleineren Potenzen von 31 aus:

e Die Einerziffer von 31! ist 1, da 31! = 31.
« Die Einerziffer von 312 ist 1, da 31> =31-31 = 961.
* Die Einerziffer von 313 ist 1, da 313 = 31-31% = 29791.

Die drei Beispiele legen die Vermutung nahe, dass die Einerziffer von 31100

Potenz von 31 die Einerziffer 1 hat.

auch 1 ist und dass sogar jede

Frage 1.9. Was ist die Einerziffer von 1410002
Wiederum rechnen wir ein paar kleinere Potenzen aus:

« Die Einerziffer von 141 ist 4.

20bwohl in dem Wort »Zahlenkongruenz“ der Begriff ,Kongruenz*“ steckt, haben Zahlenkongruenzen nichts mit geometrischer
Kongruenz (wie zum Beispiel von Dreiecken) zu tun!
3Mit 311000 meinen wir die Zahl 31-31-...-31. Eine solche Zahl wird Potenz genannt.
—_— ——

1000 mal



¢ Die Einerziffer von 142 ist 6, da 14%2 = 14-14 = 196.
« Die Einerziffer von 143 ist 4, da 143 = 14 - 14% = 2744,
* Die Einerziffer von 14% ist 6, da 14* = 14 - 143 = 38416.

Die Beispiele lassen vermuten, dass jede zweite Potenz von 14 die Einerziffer 4 hat und alle anderen Poten-
zen die Einerziffer 6 haben. Dann hat 14199 die Einerziffer 6.

Wenn man sich die Untersuchungen zu den beiden obigen Fragen anschaut, dann stellt man fest, dass
die Einerziffer einer Potenz von 31 gleich der Einerziffer von 1 hoch die gleiche Zahl ist (ndmlich immer 1).
Analog scheint die Einerziffer einer Potenz von 14 sich genauso zu verhalten wie die Einerziffer von 4 hoch
die gleiche Zahl. Dies legt die folgende Vermutung nahe:

Vermutung 1.10. Die Einerziffer einer Potenz erhdlt man, indem man nur die Einerziffer der Basis poten-
ziert. Genauer: Ist e die Einerziffer der natiirlichen Zahl a, dann haben a* und e* die gleiche Einerziffer (fiir
Jjeden positiven Exponenten k).

Potenzieren ist nichts anderes als sehr hdufiges Multiplizieren. Steckt hinter Vermutung 1.10 vielleicht
sogar eine allgemeinere Aussage, namlich tiber Produkte? Schauen wir uns zwei Beispiele an:

Beispiel 1.11. a) Was ist die Einerziffer von 13- 22? Wir rechnen das Produkt aus und erhalten 286, die
gesuchte Einerziffer ist also 6. Wir stellen fest, dass 6 = 3 -2, das heif3t die Einerziffer von 13- 22 ist gleich
dem Produkt der Einerziffern von 13 und 22.

b) Was ist die Einerziffer von 16 -33? Das Produkt ist gleich 528, die Einerziffer somit 8. Wir sehen, dass 8
auch die Einerziffer von 18 = 6-3 ist, das hei3t die Einerziffer des Produktes 16-33 ist gleich der Einerziffer
des Produktes der Einerziffern von 16 und 33.

Die Beispiele fiihren zu folgender Vermutung:

Vermutung 1.12. Die Einerziffer eines Produktes verhdilt sich so wie die Einerziffern der Faktoren. Genauer:
Ist e die Einerziffer der natiirlichen Zahl a und f die Einerziffer der natiirlichen Zahl b, so ist die Einerziffer
von a- b gleich der Einerziffer vone- f.

Diese Vermutung ist tatsdchlich richtig und wir werden sie beweisen:
Satz 1.13. Vermutung 1.12 ist richtig. Daraus folgt, dass auch Vermutung 1.10 richtig ist.

Beweis. Wir tiberlegen uns den Beweis zunéchst fiir den Spezialfall, dass beide Faktoren zweistellige Zahlen
sind. Wir schreiben xe und yf fiir diese beiden zweistelligen Zahlen; dabei meint xe die zweistellige Zahl
mit den Ziffern x und e (wobei e die Einerstelle ist). Fiir die Faktoren 16 und 33 aus Beispiel 1.11.b wire
x=1,e=6, y=3und f = 3. In unserer Notation sieht man sofort, dass e die Einerstelle von Xe und f die
Einerstelle von y f ist. Wir miissen also beweisen:

Die Einerstelle von xe- W ist gleich der Einerstelle von e- f.
Wir wissen, dass
xe=10-x+e (z.B.16=10-1+6),
yf=10-y+f  (z.B.33=10-3+3).
Setzen wir das in das Produkt xe- W ein, so erhalten wir nach Ausmultiplizieren?:

xe-yf=10x+e)(10y+ f)
= (10x)(10y) + (10x) f + e(10y) + ef
=100xy +10xf + 10ey +ef.

durch 10 teilbar

Wir betrachten die Summe in der letzten der drei Zeilen: Die ersten drei Summanden sind durch 10 teilbar,
d. h. die Einerziffer von ihnen ist 0. Damit folgt, dass die Einerziffer von der gesamten Summe gleich der

4Um ein Produkt der Form (a + b) - (¢ + d) auszumultiplizieren, wenden wir das Distributivgesetz an: Man multipliziert jeden Sum-
manden des ersten Faktors nacheinander mit jedem Summanden im zweiten Faktor und addiert alle diese Produkte zusammen. Daher
gilt (a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+bd.



Einerziffer von dem Produkt ef ist. Da diese Summe aber gleich dem Produkt Xe- y f ist, haben wir genau
das gezeigt, was wir beweisen wollten.

Wie konnen wir diesen Beweis auf beliebige (also nicht unbedingt zweistellige) Zahlen verallgemeinern?
Wir machen zunéchst die folgende Feststellung: Wenn a eine Zahl mit Einerziffer e ist, dann kénnen wir
a = 10x + e schreiben, wobei x eine natiirliche Zahl (nicht unbedingt eine Ziffer) ist. Zum Beispiel ist 1234 =
10-123+4 oder 5=10-0+5.

Nehmen wir uns also zwei beliebige Zahlen a und b mit Einerziffern e und f, dann kénnen wir a und
bals a=10x+eund b =10y + f mit natiirlichen Zahlen x, y darstellen. Wir wollen nun beweisen, dass die
Einerziffer von dem Produkt a-b = (10x + e) - (10y + f) gleich der Einerziffer von e- f ist. Dafiir funktioniert
aber genau die gleiche Argumentation wie oben, denn wir haben in dem Spezialfall mit zweistelligen Zahlen
nirgendwo irgendeine spezielle Eigenschaft von x und y benutzt!

Damit ist Vermutung 1.12 bewiesen. Die Vermutung 1.10 folgt daraus sofort, indem man Vermutung
1.12 ganz oft hintereinander anwendet (eine Potenz ist nichts anderes als ein langes Produkt). O

Die Frage nach der Einerziffer hat einiges mit den im letzten Abschnitt eingefiihrten Zahlenkongruen-
zen zu tun. Denn der Rest einer Zahl bei Division durch 10 ist gleich der Einerziffer, d. h. zwei Zahlen sind
kongruent modulo 10, wenn sie die gleichen Einerziffern haben. Der obige Satz sagt also, dass das Produkt
von zwei Zahlen kongruent zu dem Produkt ihrer Einerziffern modulo 10 ist. Das fiihrt zu dem folgenden
wichtigen Satz:

Satz 1.14. Ersetzt man in einem Produkt die Faktoren durch Zahlen, die zu ihnen kongruent modulo 10 sind,
dann ist das neue Produkt kongruent zu dem alten modulo 10. Genauer: Sind a,a’,b,b' natiirliche Zahlen
mit a=a' (mod 10) und b = b' (mod 10) (das heifst a und a’ bzw. b und b’ haben die gleiche Einerziffer),
dannista-b=ad -b' (mod 10).

Beweis. Die Produkte sind jeweils kongruent zu dem Produkt ihrer Einerziffern, was aber in beiden Fillen
das gleiche ist. Somit haben beide Produkte den gleichen Rest bei Division durch 10 und sind per Definition
kongruent modulo 10. O

Wir betrachten nochmal all unsere Beispiele von oben:

Beispiel 1.15. a) Was ist der Rest von 13 -22 bei Division durch 10? Der Satz sagt, dass 13:22 =32 =
6 (mod 10) (im ersten Schritt wurde 13 durch 3 und im zweiten 22 durch 2 ersetzt). Der gesuchte Rest ist
also 6, d. h. 1322 hat die Einerziffer 6.

b) Ahnlich wie im vorigen Beispiel bestimmen wir den Rest von 16-33 bei Division durch 10: Es gilt 16-33 =
6-3 =18 =8 (mod 10). Die Einerziffer von 16 - 33 ist somit 8.

¢) Wir wenden die Regel sehr oft auf die Potenz 311990 41 und sehen somit, dass wir jeden Faktor 31 durch

die zu 31 kongruente Zahl 1 ersetzen kénnen. Also gilt 311000 = 11000 — § (mgod 10), die Einerziffer von
311900 jst folglich 1.

d) Wieim vorigen Beispiel sehen wir 141900 = 41900 (mod 10). Nun wenden wir einen kleinen Trick an: Es gilt
namlich 419 = (42)5%0, denn 1000 mal Vieren zu multiplizieren ist das gleiche wie 500 mal 4% zu mul-
tiplizieren. Also folgt 41090 = (42)500 = 16500 = 6590 (mod 10). Wir wenden den gleichen Trick mehrmals
an:

690 — (62)250 — 3250 = 6250 — 36125 = 6125 (11104 10)
Nun ist 6!2° = (6°)°, es lohnt sich also, den Rest von 6° bei Division durch 10 zu bestimmen: Wir sehen
6°=36-36-6=6-6-6=36-6=6-6=36=6 (mod 10)

und somit 6'%° = (6°)° = 6° = 6 (mod 10). Insgesamt erhalten wir also 14'%% = 6 (mod 10), wie wir weiter
oben bereits vermuteten.

1.6 Eigenschaften von Zahlenkongruenzen

Wir hatten im letzten Abschnitt eine sehr wirkungsvolle Methode gefunden, um Zahlenkongruenzen mo-
dulo 10 zu berechnen: In einem Produkt darf man die Faktoren durch kongruente Zahlen ersetzen, ohne
den Rest bei Division durch 10 zu verdndern. Funktioniert diese Regel nur fiir 10 oder gilt etwas dhnliches
auch fiir andere Moduli m?

Wir probieren ein Beispiel:



Beispiel 1.16. Was ist der Rest von 26 - 52 bei Division durch 62 Wenden wir eine dhnliche Regel wie im
letzten Abschnitt an und ersetzen 26 durch 2 (denn 26 = 2 (mod 6)) und 52 durch 4 (denn 52 = 4 (mod 6)),
so gelangen wir zu der Vermutung 26-52=2-4 =8 = 2 (mod 6).

Explizites Nachrechnen ergibt 26 - 52 = 1352 und das hat tatsdchlich den Rest 2 bei Division durch 6.

Das vorige Beispiel fiihrt zu folgender Vermutung:

Vermutung 1.17. Sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Dann gilt: Ersetzt man in einem Produkt die
Faktoren durch zu ihnen kongruente Zahlen modulo m, dann ist das neue Produkt kongruent zum alten
modulo m.

Insbesondere kann man bei einer Potenz a® die Basis a durch eine zu a kongruente Zahl b ersetzen und
erhdlt die zu a® kongruente Zahl b® (alles modulo m).

Bevor wir versuchen werden, diese Vermutung zu beweisen, schauen wir uns die Definition von Zah-
lenkongruenzen einmal genauer an. Wir haben fiir nichtnegative ganze Zahlen a und b und fiir positive
ganze Zahlen m definiert, dass a = b (mod m), wenn a und b den gleichen Rest bei Division durch m ha-
ben. Im Folgenden werden wir diese Definition auf negative Zahlen a und b erweitern. Das geht nicht ohne
Weiteres, da wir fiir negative a und b nicht wissen, was mit ,Rest” bei Division durch m gemeint sein soll.

Wir betrachten die Verteilung der kongruenten Zahlen auf dem Zahlenstrahl. In Abbildung 1.1a sind
die Zahlenkongruenzen modulo 5 abgebildet. Jede Zahl auf dem Zahlenstrahl wurde mit einem Symbol
versehen, wobei zwei Zahlen genau dann das gleiche Symbol haben, wenn sie kongruent modulo 5 sind
(das heil3t, wenn sie den gleichen Rest bei Division durch 5 haben). Es gibt ein sehr auffélliges Muster:
kongruente Zahlen haben immer einen durch 5 teilbaren Abstand® (z. B. haben 1 und 6 den Abstand 5 und
1 und 11 den Abstand 10) und die fiinf Mengen der kongruenten Zahlen sind genau gleich aufgebaut, sie
unterscheiden sich lediglich um eine Verschiebung.

Wenn wir dieses Muster auf die negativen Zahlen fortsetzen, dann erhalten wir den in Abbildung 1.1b
dargestellten Zahlenstrahl. Nutzen wir diese sinnvolle Verallgemeinerung der Zahlenkongruenzen, so ist
zum Beispiel 3= -2 = -7 (mod 5) und 4 = -1 = —6 (mod 5).

| PY | o | . [ | o | . — o |
I = T — T - T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(a) Verteilung der kongruenten Zahlen modulo 5 (gleiches Symbol bedeutet kongruent).

| PY M o | Py M o | Py | o | PY ™M o | Py
T = T = T = T = 1

-0-9 -8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(b) Fortsetzung des Musters auf negative Zahlen.

Abbildung 1.1: Anschauliche Motivation fiir die erweiterte Definition der Zahlenkongruenzen.

Wir formulieren diese neue Definition:

Definition 1.18. Sei m eine positive ganze Zahl und seien a und b beliebige ganze Zahlen. Wir sagen a =
b (mod m), falls a — b durch m teilbar ist®.

Fiir nichtnegative Zahlen a und b haben wir plétzlich zwei verschiedene Definition fiir Zahlenkongru-
enzen, namlich einmal Definition 1.6 und dann die neue Definition 1.18! Das ist aber kein Problem, da beide
Definition iibereinstimmen. Fiir nichtnegative Zahlen a und b haben wir somit zwei verschiedene Moglich-
keiten, sie auf Kongruenz modulo m zu tiberpriifen: Entweder wir vergleichen ihre Reste bei Division durch
m oder wir iiberpriifen, ob a — b durch m teilbar ist — das Ergebnis ist das gleiche.

Fiir negative a und b ist die obige Definition aber tatsdchlich etwas Neues. Hier ein paar Beispiele:

Beispiel 1.19. a) Esgilt9=-1=-11 (mod 10), denn 9 — (—1) = 10 ist durch 10 teilbar und -1 - (-11) =10
ist durch 10 teilbar.

b) Esgilt —2 =4 (mod 6), denn —2 — 4 = —6 ist durch 6 teilbar.

c) Esist—1#1 (mod5), denn —1—1 = -2 ist nicht durch 5 teilbar.

5Anders gesagt: Um von einer Zahl a zu der nichstgréReren Zahl mit dem gleichen Rest bei Division durch 5 zu kommen, muss
man 5 addieren.

8Die Differenz a— b ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Abstand von a und b auf dem Zahlenstrahl. Zum Beispiel haben die Zahlen
4 und -1 den Abstand 5 und das ist gleich 4 — (-1).



Mit dem neuen Wissen iiber Zahlenkongruenzen kénnen wir die Vermutung 1.17 beweisen. Wir bewei-
sen gleich noch eine analoge Aussage {iber Summen.

Satz 1.20. Sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Dann gilt: Ersetzt man in einem Produkt die Faktoren
durch zu ihnen kongruente Zahlen modulo m, dann ist das neue Produkt kongruent zum alten modulo m.
Das gleiche gilt fiir Summanden in einer Summe und fiir Differenzen.

Genauer: Gilt a = a' (mod m) und b = b’ (mod m) fiir ganze Zahlen a,a’,b und b', dann folgt a- b =
a-b modm),a+b=a +b' (mod m) unda-—b=a —b' (mod m).

Beweis. Die Aussage liber Summen werden wir hier nicht beweisen; es ist aber nicht so schwer sich zu
iiberlegen, warum sie gilt.

Wir deuten einen Beweis fiir das Produkt an: Da a und a’ kongruent modulo m sind, ist (nach Definition)
a—a' durch m teilbar, das heilt a— a’ = km fiir eine ganze Zahl k. Das ist gleichbedeutend mit a = km+ a’.
Analog zeigt man, dass es eine ganze Zahl ¢ mit b = ¢ m + b’ gibt. Wir wollen zeigen, dass ab — a’'b’ durch m
teilbar ist. Setzt man a = km +a’ und b = ¢m + b’ ein, so erhilt man durch sehr dhnliches Umformen wie
im Beweis von Satz 1.137:

ab-ab =km+a)lm+b)-ab
= (m*kl +mkb' + mla +a'b)-a'b'

=m?kl+mkb' + mld'.
Diese Summe ist durch m teilbar. Das vollendet den Beweis. O

Dieser Satz hat durch mehrmalige Anwendung die folgende sehr wichtige und {iberaus machtige Regel
als Konsequenz:

Satz 1.21. Sei m eine positive ganze Zahl. Ersetzt man in irgendeinem Term bestehend aus Additionen, Sub-
traktionen, Multiplikationen und Potenzen irgendwelche in ihm vorkommenden Zahlen (aufser Exponen-
ten!) durch zu ihnen kongruente Zahlen modulo m, dann ist der neue Term kongruent zum alten Term mo-
dulo m.

Zur Demonstration zwei Beispiele:

Beispiel 1.22. a) Was ist der Rest von (52 — 1042)100 hei Division durch 52 Wegen 52 =2 (mod 5) und 104 =
4 (mod 5) erhalten wir

(52 —104%)100 = (2 - 42)100 = (2 _16)190 = (—14)10  (mod 5).
Aus —14 =1 (mod 5) (denn —14 — 1 = —15 ist durch 5 teilbar) folgt also
(1410 =119 -1 (mod 5).

Der gesuchte Rest ist folglich 1.

Wir wiren ein bisschen schneller zum Ziel gelangt, wenn wir die Tatsache 104 = —1 (mod 5) verwendet
hétten. Man sollte die negativen Zahlen also immer im Blick behalten!

b) Was ist der Rest von (423110 — 32)2 . 1234 bei Division durch 92 Wir verwenden 4231 =1 (mod 9), 32 =
5 (mod 9) und 1234 = 1 (mod 9) und formen um:

(4231'°-32)2.1234=(11%-5)2. 1= (-4)%-1=16=7 (mod 9).

Der gesuchte Rest ist also 7.

1.7 Teilbarkeitsregeln

Als erste Anwendung der in Satz 1.21 beschriebenen Rechenregeln fiir Zahlenkongruenzen leiten wir alle
einfachen Teilbarkeitsregeln her. Wir werden sehen, dass alle diese Regeln auf dem gleichen Prinzip beru-
hen, obwohl sie auf den ersten Blick verschieden wirken.

Wir beginnen mit der Teilbarkeit durch 9:

"Tatsichlich sind die im Folgenden gezeigten Umformen genau die gleichen wie in Satz 1.13, wobei wir in Satz 1.13 den speziellen
Fall m = 10 hatten.



Frage 1.23. Was ist der Rest von 529381 bei Division duch 9? Wir kénnen Satz 1.21 nicht direkt anwenden,
weil wir keine Summen und Produkte haben. Daher benutzen wir einen Trick. Es gilt ndmlich:

529381 =1+10-8+100-3 +1000-9 + 10000 -2 + 100000 - 5
=1+10-8+10%-3+10%-9+10*-2+10°-5.

Nun ldsst sich der Satz anwenden. Wegen 10 = 1 (mod 9) kénnen wir jede 10 durch 1 ersetzen und erhalten
eine zur Ausgangszahl kongruente Zahl modulo 9:

529381=1+1-8+12-3+1%-9+1%*.2+1*.5 (mod 9)
=1+8+3+9+2+5.

In der zweiten Zeile steht die Quersumme von 529381. Diese Methode ldsst sich leicht fiir jede natiirliche
Zahl anwenden und fiihrt zu folgender Regel: Jede Zahl ist kongruent zu ihrer Quersumme modulo 9.

Genau der gleiche Beweis funktioniert auch fiir 3 statt 9, das hei3t jede Zahl ist auch kongruent zu ihrer
Quersumme modulo 3.

Zur Teilbarkeitsregel fiir die 4:

Frage 1.24. Was ist der Rest von 529381 bei Division durch 4? Wir wenden den gleichen Trick wie eben an
und benutzen dabei, dass 10> = 100 = 0 (mod 4), das heiRt insbesondere 10° =0,10* = 0,... (mod 4):

529381 =1+10-8+10%-3+10%.9+10%*.2+10°-5
=1+10-8+0-3+0-9+0-2+0-5 (mod 4)
=1+10-8
=8l.

Ein dhnlicher Beweis funktioniert fiir alle anderen natiirlichen Zahlen und fiihrt zu folgender Regel: Jede
natiirliche Zahl ist kongruent zu der aus den letzten beiden Ziffern gebildeten Zahl modulo 4.

Ein dhnlicher Beweis fiihrt zu: Jede Zahl ist kongruent zu ihrer letzten Ziffer modulo 2 und kongruent
zu der aus den letzten drei Ziffern gebildeten Zahl modulo 8. Und: Jede Zahl ist kongruent zu ihrer letzten
Ziffer modulo 5 und modulo 10.

Damit haben wir die Teilbarkeitsregeln fiir 2, 3, 4,5, 8,9 und 10 bewiesen. Die Teilbarkeitsregel fiir 6 setzt
sich aus der Regel fiir 2 und der Regel fiir 3 zusammen. Warum gibt es keine dhnlich einfache Regel fiir die
7? Schauen wir uns ein Beispiel an:

Frage 1.25. Was ist der Rest von 529381 bei Division durch 7? Es gilt 10 = 3 (mod 7), also:
529381 =1+3-8+32.3+3%.9+3%.2+3%.5 (mod 7).

Leider hilft diese , Vereinfachung“ nicht sehr viel, da man immer noch hoche Potenzen von 3 ausrechnen
muss. Klar, man kann diese Potenzen modulo 7 relativ leicht bestimmen, z. B. ist 32 =9 =2 (mod 7), 33 =
32.3=2-3 =6 (mod 7) und so weiter, aber das fiihrt zu keiner einfachen Regel8.

Eine weitere einfache Teilbarkeitsregel gibt es aber noch, ndmlich die von der 11:

Frage 1.26. Was ist der Rest von 529381 bei Division durch 112 Es gilt 10 = —1 (mod 11) und somit erhalten
wir

529381 =1+ (-1)-8+ (-1)?>-3+ (-1)-9+ (-1)*-2+ (-1)°-5 (mod 11)
=1+(-1)-8+1-3+(-1D-9+1-2+(-1)-5
=1-8+3-9+2-5.

Diese Summe ist die Summe aller Ziffern mit abwechselnd plus und minus. Sie wird alternierende Quer-
summe genannt. Wir erhalten somit die Regel: Jede Zahl ist kongruent zu ihrer alternierenden Quersumme
modulo 11. Insbesondere ist eine Zahl genau dann durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme
durch 11 teilbar ist.

8Tatséichlich gibt es Teilbarkeitsregeln fiir die 7, die aber auf einem anderen Prinzip beruhen wie die restlichen Teilbarkeitsregeln
und leider komplizierter sind.
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1.8 Weitere Anwendungen

Wir befassen uns nun noch mit zwei olympiadeartigen Aufgaben, die sehr elegant mit der Hilfe von Zahlen-
kongruenzen gelost werden kénnen.

Aufgabe 1.27. Ist die Zahl a = 2225% + 555222 durch 7 teilbar?

Losung. Wir miissen den Rest von a bei Division durch 7 bestimmen, dann kénnen wir die Frage beant-
worten. Es gilt 222 = —2 (mod 7) und 555 = 2 (mod 7), also:

22255 1 555222 = (_2)555 4 9222 _ (_2)%) 111 4 (22)111 = (_32)111 4 4111 (od 7).
Wegen —32 =3 (mod 7) (denn —32 — 3 = —35 ist durch 7 teilbar) erhalten wir

(=32)111 4 4111 = 3111 4 4111 (104 7).
Fernerist111 =3-37, also

31T 11— (33937 4 (43137 Z 2737 4 6437 = (=1)37 +137  (mod 7).
Da 37 ungerade ist, ist (-3 =-1. Insgesamt folgt:

¥ +1¥=-1+1=0.

Der Rest von a bei Division durch 7 ist also 0, das heil$t, a ist durch 7 teilbar.

Eine andere Aufgabe, diesmal direkt aus der Olympiade:

Aufgabe 1.28. Zeige, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n die Zahl a = 7" +7" +7"*! + 3 durch 12 teilbar
ist.

Lésung. Es gibt zwei mogliche Beweise, von denen der zweite der vielleicht naheliegendere und der erste
der einfachere ist:

1. Es gentigt zu zeigen, dass a durch 3 und durch 4 teilbar ist.

Teilbarkeit durch 3. Wegen 7 =1 (mod 3) gilt:
a=7"+7"+7"1 43=12"4+1"+1" 40=1+1+1=3=0 (mod 3).

Das zeigt bereits 3| a.

Teilbarkeit durch 4. Wegen 7 = —1 (mod 4) gilt:

a=7"+7"+7"1 13
=(=D>"+(=D"+ (D" +(-1) (mod 4)
=1+(=D"+(-D"1 -1
- (_l)n + (_1)n+1'

Es ist entweder n gerade und 7 + 1 ungerade oder n ungerade und n + 1 gerade. In beiden Fillen ist
genau einer der Summanden gleich 1 und der andere gleich —1. Folglich ist die Summe immer gleich 0,
das heillt der Rest von a bei Division durch 4 ist 0, das heif3t 4| a.

2. Wir berechnen den Rest von a bei Division durch 12. Zunichst stellen wir fest, dass 72" = (72)" = 49",
Wegen 49 = 1 (mod 12) ist 49" = 1" =1 (mod 12), also:

a=7"+7"+ 7" +3=21+7"+ 7" +3=4+7"+7"""  (mod 12).
Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor, ob n gerade oder ungerade ist:
1. Fall: n gerade. In diesem Fall ist 7" = 1 (mod 12) nach dem gleichen Argument wie soeben. Folglich
gilt 7"*1 =7.7"=7.1=7 (mod 12), also

a=4+7"+7"1'=4+1+7=12=0 (mod 12).
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2. Fall n ungerade. In diesem Fall sind n—1 und n + 1 gerade, das heil3t 771 = 77+1 =1 (mod 12). Es
folgt 7" =7""1.7=1-7=7 (mod 12) und somit

a=4+7"+7"1'=4+7+1=12=0 (mod 12).

In beiden Fillen ist also a = 0 (mod 12), das heil3t a ist durch 12 teilbar.

Diese letzte Aufgabe stammt aus der dritten Stufe der Mathematikolympiade und richtete sich an Teil-
nehmer in der neunten Klasse! Das Thema Zahlenkongruenzen ist hiermit vorerst beendet. Die in diesem
Kapitel erlernte Methodik wird uns aber in allen anderen Bereichen der Zahlentheorie erneut begegnen!
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2 Primzahlen, ggT und kgV

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einer sehr wichtigen Teilmenge der ganzen Zahlen: die Primzah-
len. Primzahlen und die Primfaktorzerlegung bilden den Grundstein fiir unsere Intuition im Umgang mit
den ganzen Zahlen. Eng mit den Primzahlen verkniipft sind der grof3te gemeinsame Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache, die wir ebenfalls in diesem Kapitel betrachten werden.

2.1 Primzahlen und Primfaktorzerlegung

Primzahlen sind jedem bekannt. Das sind die Zahlen 2,3,5,7,11,.... Doch was ist eigentlich eine Primzahl?
Versuchen wir es mit folgender Definition:

Definition 2.1 (vorldufig!). Eine Primzahlist eine ganze Zahl, die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar
ist.

Diese Definition wirft einige Probleme auf:

¢ Ist nach Definition 2.1 die Zahl 2 eine Primzahl? 2 ist durch 1 und durch 2 teilbar, aber auch durch
—1 und -2 (denn es gilt z. B. 2: (—1) = —2 und das ist eine ganze Zahl). Tatsdchlich ist jede ganze
Zahl durch —1 teilbar, unsere Definition schliel3t also alle Zahlen (bis auf —1) aus, was garantiert nicht
beabsichtigt war.

Um diesen Mangel zu beheben, sagen wir, dass 1 und die Zahl selbst die einzigen positiven Teiler sind.
¢ Ist —2 eine Primzahl? Nun, die einzigen positiven Teiler von —2 sind 1 und 2, also ja. Andererseits

versteht man unter ,Primzahl“ normalerweise nur positive Zahlen® und das sollten wir daher in die
Definition aufnehmen.

¢ Ist 1 eine Primzahl? Nach der Definition schon, denn 1 ist positiv und die einzigen positiven Teiler
von 1 sind 1 und 1. Wir wollen 1 aber nicht als Primzahl ansehen (das wiirde zum Beispiel die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung verletzen, siehe unten), daher miissen wir diesen Spezialfall aus der
Definition ausschlieBen.

Die obigen Betrachtungen fithren zu folgender richtigen Definition fiir Primzahlen:

Definition 2.2. Eine Primzahlist eine positive ganze Zahl, die genau zwei positive Teiler hat (ndmlich 1 und
sich selbst).

Die wichtigste Eigenschaft von Primzahlen ist, dass man mit ihnen alle anderen Zahlen darstellen kann,
wie der folgende Satz zusammenfasst:

Satz 2.3. Jede natiirliche Zahl léisst sich auf eindeutge Weise als Produkt von Primzahlen schreiben. Mit ,,ein-
deutig” ist gemeint, dass die Hdufigkeit jedes Primfaktors eindeutig durch die Zahl gegeben ist.

Ein Beispiel zur Veranschaulichung:

Beispiel 2.4. Was ist die Primfaktorzerlegung von 1082 Wir sehen
108=2-54=2.2.27=2%.3.9=22.33,

In der Primfaktorzerlegung kommt die Primzahl 2 zweimal und die Primzahl 3 dreimal vor. Diese Héufig-
keiten heillen auch Exponenten der Primzahlen.

Man kann leicht eine groBe Menge von Primzahlen aufzidhlen. Aber wie viele dieser Zahlen gibt es ei-
gentlich? Die Antwort scheint offensichtlich: Es gibt unendlich viele. Aber ist das so klar? Woher weild man,
dass es tatsdchlich eine Primzahl gibt, die gréRer ist als 10 Milliarden? Oder gréBer als 10 Milliarden Mil-
liarden? Wir formulieren einen Beweis und stellen dabei gleichzeitig eine wichtige Strategie im Beweisen
vor:

Satz 2.5. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

9Tatséichlich werden negative Primzahlen in gewissen Bereichen der Zahlentheorie ebenso definiert wie die positiven und als vollig
gleichwertig angesehen. Fiir uns sind Primzahlen aber (zunéchst) immer positiv.
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Beweis. Obwohl die Behauptung offensichtlich klingt, tut man sich schwer, einen direkten Beweis anzu-
geben. Man konnte versuchen, immer groBere Primzahlen zu konstruieren, doch dieser Ansatz ist schwer
umzusetzen. Wir verwenden daher eine andere Strategie, die in sehr vielen Fallen dullerst effektiv ist: den
indirekten Beweis. Die Idee ist anzunehmen, dass die Behauptung falsch ist und diese Annahme zu einem
Widerspruch zu fithren. Kommen wir also zum Beweis:

Angenommen, die Behauptung ist falsch. Das heil3t, es gibt nur endlich viele Primzahlen. Sagen wir, die
Anzahl der Primzahlen sei n. Wir bezeichnen die Primzahlen mit py, p2, ps,..., pn (das heilt p; ist die erste
Primzahl, also p; = 2, p» ist die zweite Primzahl, also p, = 3 und so weiter, bis hin zur letzten Primzahl p;).

Wir wollen einen Widerspruch erzeugen. Dazu betrachten wir die Zahl

P=p1-p2-p3-...-pn+1.

Die Zahl P ist durch keine der Zahlen p; bis p,, teilbar, da sie um eins groer ist als ein Vielfaches von jeder
dieser Zahlen. Da p; bis p, aber nach unserer Annahme alle existierenden Primzahlen sind, folgt, dass P
durch keine Primzahl teilbar ist. Das kann aber nicht sein, da P nach Satz 2.3 eine Primfaktorzerlegung
besitzt. Widerspruch!

Da unsere Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt hat, muss die Annahme falsch gewesen sein. Das
heil’t, dass die Behauptung richtig ist. O

Nun wenden wir uns einem typischen Aufgabenformat zu Primzahlen zu:
Aufgabe 2.6. Fiir welche positiven ganzen Zahlen 7 ist die Zahl 8" — 1 eine Primzahl?

Losung. Eines der ersten Dinge, die man bei einer solchen Aufgabe immer tun sollte, ist ein paar Beispiele
durchzurechnen. In diesem Fall ist es sicherlich hilfreich, die Zahl1 8" —1 fiir n = 1,2,...,5 auszurechnen und
jeweils zu liberpriifen, ob eine Primzahl herauskommt. Tabelle 2.2 zeigt diese 5 Beispiele und gibt zu jedem
Wert die Primfaktorzerlegung an.

8" —1 | Primzahl?
7 ja
63 nein (denn 63 =9-7)
511 nein (denn 511 =7-73)
4095 nein (denn 4095 = 32.5.7- 13)
32767 | nein (denn 32767 =7-31-151)

[S2 I SN GUIN \C RN

Tabelle 2.2: Beispielwerte fiir die Aufgabe.

Nur fiir n = 1 erhalten wir eine Primzahl, was die Vermutung nahelegt, dass n = 1 die einzige Zahl ist, fiir
die 8" — 1 prim ist.

Ein genauerer Blick auf die Tabelle zeigt die folgende bemerkenswerte Tatsache: Fiir jedes n in der Ta-
belle ist 8” — 1 durch 7 teilbar. Konnten wir beweisen, dass diese Aussage sogar fiir alle positiven ganzen
Zahlen n gilt, dann wiére die Aufgabe geldst. Denn eine durch 7 teilbare Zahl ist nur dann prim, wenn sie
gleich 7 ist — und das ist bei 8" — 1 offensichtlich nur fiir n = 1 der Fall.

Den schwierigen Teil der Aufgabe haben wir nun bereits geschafft, nimlich das Finden eines Ansatzes.
Nun miissen wir beweisen, dass unsere Vermutung tatsdchlich richtig ist. Dafiir gibt es zum Beispiel die
folgenden zwei Wege:

1. Wegen8=1 (mod7) gilt8"-1=1"-1=1-1=0 (mod 7) fiir alle positiven ganzen Zahlen n. Das beweist
bereits die Behauptung.

2. Um von einem n zum nichsten zu kommen, stellen wir fest:
8"l _1=8"-1)-8+7.

Man sieht leicht: Wenn 8" — 1 durch 7 teilbar ist, dann ist auch 8”1 —1 durch 7 teilbar. Da 8! =1 = 7 durch
7 teilbar ist, folgt somit, dass 8" — 1 fiir alle n = 1 durch 7 teilbar ist.

Bemerkung 2.7. Wir haben festgestellt, dass 8” — 1 immer durch 7 teilbar ist. Es gibt sogar eine Formel fiir
das Ergebnis bei Division durch 7. Allgemein gilt ndmlich fiir alle ganzen Zahlen a und fiir alle nichtnegati-
ven ganzen Zahlen n:

a"-1=(a-1)-(l+a+a*+a’+---+a"").

Diese Formel heilst geometrische Summenformel und wird spiter eine wichtige Rolle spielen.
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2.2 ggTundkgV

In diesem Abschnitt fithren wir zwei weitere wichtige Konzepte ein: den grof$ten gemeinsamen Teiler und
das kleinste gemeinsame Vielfache zweier ganzer Zahlen.

Definition 2.8. Der grifste gemeinsame Teiler von zwei ganzen Zahlen a und b, notiert ggT(a, b), ist die
grote ganze Zahl, die a und b teilt.

Beispiel 2.9. a) Man sieht leicht, dass ggT(9,6) = 3, denn die einzigen (positiven Teiler) von 9 sind 1, 3 und
9 und die Teiler von 6 sind 1, 2, 3 und 6, sodass 3 tatsdchlich die gr6Bte Zahl ist, die 9 und 6 teilt.

b) Ahnlich findet man ggT(12,18) = 6.

Es gibt einen besseren Weg, den grofSten gemeinsamen Teiler auszurechnen, als den soeben vorgestell-
ten (alle Teiler bestimmen und vergleichen): Man schreibt sich die Primfaktorzerlegungen von a und b auf
und nimmt alle in @ und b gemeinsam vorkommenden Primzahlen. Ein Beispiel:

Beispiel 2.10. Wir berechnen erneut den gréo8ten gemeinsamen Teiler von 12 und 18. Man sieht 12=2-2-3
und 18 =2-3-3. Die gemeinsamen Primzahlen sind 2 und 3 (jeweils einmal), das hei8t ggT(12,18) =2-3 = 6.

Ein dhnliches Konzept wie der grofite gemeinsame Teiler ist das kleinste gemeinsame Vielfache:

Definition 2.11. Das kleinste gemeinsame Vielfache von zwei ganzen Zahlen a und b, notiert kgV(a, b), ist
die kleinste (positive) ganze Zahl, die durch a und durch b teilbar ist.

Beispiel 2.12. Man sieht leicht kgV(12,18) = 36.

Wie den ggT kann man auch das kgV mittels der Primfaktorzerlegung ausrechnen: Man nimmt sich
jeden Primfaktor so oft, wie er maximal in a oder b vorkommt.

Beispiel 2.13. Wir sehen, dassin 12 = 22.3 und 18 = 2-32 der Primfaktor 2 mit maximaler Héufigkeit 2 (in 12)
und der Primfaktor 3 ebenfalls mit maximaler Haufigkeit 2 (in 18) auftritt. Also ist kgV(12,18) = 2232 = 36.

Es gibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen ggT und kgV:
Satz 2.14. Fiir alle positiven ganzen Zahlen a und b gilt:
ggT(a,b) -kgV(a,b) =a-b.

Wir beweisen den Satz hier nicht. Man kann sich mithilfe der Primfaktorzerlegung iiberlegen, warum er
stimmt.

2.3 Lineare Gleichungen in den ganzen Zahlen

Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Aufgabe 2.15. Aufeinem Tisch liegen 100 Miinzen. Nun méchte man diese Miinzen in 6er- und 8er-Stapeln
sortieren. Ist das moglich? Andet sich die Antwort, wenn man stattdessen 6er- und 9er-Stapel nehmen will?

Man findet die folgenden Antworten auf die beiden Fragen:

¢ Man kann die 100 Miinzen in 6er- und 8er-Stapeln sortieren, zum Beispiel mit 10 6er-Stapeln und 5
8er-Stapeln.

e Man kann die 100 Miinzen nicht in 6er- und 9er-Stapeln sortieren, da jede solche Sortierung eine
durch 3 teilbare Anzahl von Miinzen enthilt und 100 nicht durch 3 teilbar ist.

Bezeichnen wir mit x die Anzahl der 6er-Stapel und mit y die Anzahl der 8er-Stapel, dann kann man den
ersten Teil der Aufgabe auch wie folgt formulieren: Gibt es nichtnegative ganze Zahlen x und y, sodass

6x+8y =100

erfiillt ist? Als eine mogliche Losung erhalten wir x = 10, y = 5. Der zweite Teil der Aufgabe ist die Frage, ob
man nichtnegative ganze Zahlen x und y findet, sodass

6x+9y =100

gilt.

Beide Gleichungen sehen sehr dhnlich aus, sie haben beide die Form ax + by = z fiir ganze Zahlen
a,b und z. Wir werden derartige, sogenannte lineare Gleichungen, genauer betrachten. Dabei stellen sich
folgende sehr zentrale Fragen:
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Frage 2.16. 1. Was muss fiir @, b und z gelten, damit man eine Losung fiir x und y finden kann? Wir lassen
dabei auch negative Werte fiir x und y zu.

2. Wie kann man eine Lésung fiir x und y finden?
Wir ndhern uns der Antwort dieser Frage durch einfachere Fragen:

Frage 2.17. Fiir welche ganzen Zahlen z kann man die Gleichung 6x +8y = z 16sen (das heil3t ganze Zahlen
x, y finden, die die Gleichung erfiillen)?

Man findet schnell ein paar Mdoglichkeiten fiir z wie zum Beispiel Tabelle 2.3 zeigt. Wir sehen, dass
0,2,4,6,8,10,12,14,16 alles mogliche Werte fiir z sind. Wir sehen auBerdem, dass 2 der kleinste positive
Wert fiir z ist, fiir den wir die Gleichung l6sen konnen, denn 6x + 8y ist immer gerade, das heillit 6x+8y =1
ist nicht 16sbar.

Dies fiihrt zu der Vermutung, dass man 6x + 8y = z dann und nur dann l6sen kann, wenn z gerade ist.

z | xy z| xy z | xy
100 | 10,5 6 1,0 10 | 1,2
20 2,1 8 0,1 12 | 2,0
28 2,2 21 -1,1 14 | 1,1
0 0,0 4 | =-2,2 16 | 0,2

Tabelle 2.3: Losungen von 6x +8y = z.

Um diese Vermutung zu beweisen, werfen wir einen genaueren Blick auf die Tabelle. Wir sehen, dass
wir fiir z = 2 die Losung —1, 1 und fiir z = 4 die Losung —2,2 haben. Man sieht aullerdem schnell, dass man
z=6mit —3,3 und z = 8 mit —4,4 erhalten kann. Dahinter scheint die Regel zu stecken, dass man z = 2k (k
eine ganze Zahl) mit x = —k, y = k 16sen kann. Tatsdchlich gilt:

z2=2k=-6k+8k=6-(-k)+8-k.

Damit haben wir also gezeigt: Fiir alle geraden Zahlen z besitzt die Gleichung 6x + 8y = z eine ganzzahlige
Losung. Fiir ungerade z gibt es keine Losung.

Frage 2.18. Fiir welche ganzen Zahlen z kann man die Gleichung z = 6x + 9y 16sen?
Wie beim letzten Beispiel erstellen wir uns zunédchst eine Tabelle mit einigen Losungen, siehe Tabelle
2.4.

z | xy z X,y
9 |01 3| -1,1
6 1,0 12 2,0
15 | 1,1 18 0,2

Tabelle 2.4: Losungen von z = 6x +9y.

Man gelangt schnell zu der Vermutung, dass die Gleichung 6x + 9y = z fiir alle durch drei teilbaren
Zahlen z losbar ist. Und tatsédchlich, wenn wir einen dhnlichen Ansatz wie in vorigem Beispiel versuchen,
dann sehen wir schnell, dass fiir z = 3k gilt:

z=3k=-6k+9k=6-(-k)+9-k,

das heilst x = —k, y = k ist eine Losung. Wir stellen aullerdem fest, dass die so erhaltenen Losungen Vielfa-
che von der Losung —1,1 (im Fall z = 3) sind. Tatsdchlich kann man sich leicht iiberlegen, dass wenn man
in 6x+9y die Werte von x und y ver-k-facht, sich auch der Wert von 6x+9y ver-k-facht. Da wir eine Lésung
fiir z = 3 gefunden haben, kénnen wir fiir alle Vielfachen von z = 3 eine Losung finden!

Umgekehrt ist ersichtlich, dass 6x + 9y fiir alle ganzen Zahlen x und y durch 3 teilbar ist, da 6x und 9y
immer durch 3 teilbar sind. Man kann die Gleichung 6x + 9y = z folglich dann und nur dann l6sen, wenn z
durch 3 teilbar ist.

Frage 2.19. Fiir welche ganzen Zahlen z kann man 8x +20y = z 16sen?

Wir sehen zunéchst, dass jedes solche z durch 4 teilbar sein muss, denn 8x und 20y sind immer durch 4
teilbar, und somit auch 8x+ 20y (fiir alle ganzen Zahlen x und y). Tatsdchlich konnen wir 8x+20y = 4 16sen,
zum Beispiel durch x = -2, y=1.
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Mit einem dhnlichen Trick wie im vorigen Beispiel konnen wir dadurch 8x+20y = z fiir alle durch 4 teil-
baren Zahlen z 16sen: wir multiplizieren einfach die Losung x = —2, y = 1 mit einem geeigneten Vielfachen!
Zum Beispiel ist x = 3-(-2), y = 3-1 eine Losung fiir 8x + 20y = 3-4 und allgemein ist x = -2k, y = k eine
Losung fiir 8x + 20y = 4k.

Das beanwortet die Frage: Die Gleichung 8x+20y = z ist genau fiir alle durch 4 teilbaren Zahlen z 16sbar.

Wir betrachten nun wieder den allgemeinen Fall ax + by = z. Zunédchst sehen wie analog zu obigen
Beispielen, dass ax und by immer durch ggT(a, b) teilbar sind (denn a und b sind durch ggT(a, b) teilbar);
folglich ist auch ax + by immer durch ggT(a, b) teilbar. Somit kann man ax + by = z hochstens dann 16sen,
wenn z durch ggT(a, b) teilbar ist.

Die interessante Frage ist: Kann man ax+by = z tatsidchlich immer dann 16sen, wenn ggT(a, b) ein Teiler
von z ist? Die Antwort ist folgender Satz:

Satz 2.20. Seien a, b, z ganze Zahlen. Dann kann man die Gleichung ax + by = z dann und nur dann lésen
(das heifst ganze Zahlen x und y finden, sodass die Gleichung gilt), wenn z durch ggT(a, b) teilbar ist.

Beweis. Wir haben oben bereits gezeigt, dass man ax + by = z hochstens dann l6sen kann, wenn z durch
ggT(a, b) teilbar ist. Es verbleibt also zu beweisen, dass man in diesem Fall tatsichlich eine Losung finden
kann.

Wir greifen ein bisschen aus dem niachsten Abschnitt vor und setzen voraus, dass man ax+by = ggT(a, b)
immer 16sen kann (zum Beispiel kann man 6x + 8y =2 und 8x + 20y = 4 16sen). Sei x, y eine solche Lésung
und sei z eine beliebige Zahl, die durch ggT(a, b) teilbar ist, das heilt z = k- ggT(a, b) fiir eine ganze Zahl
k. Dann ist x’ = kx, y' = ky eine Losung mit ax’ + by’ = z, wie man leicht durch Einsetzen feststellt. Das
beweist die Behauptung. O

Mit dem Satz haben wir die Frage, fiir welche a, b und z eine Losung existiert, beantwortet. Im néchs-
ten Abschnitt werden wir zusétzlich eine Methode kennenlernen, mit der man eine Lésung fiir ax + by =
ggT(a, b) finden kann.

2.4 Der Euklidische Algorithmus

Die bis jetzt effizienteste Methode, den ggT von zwei ganzen Zahlen zu berechnen, bendtigt die Primfak-
torzerlegung der Zahlen. Aber gerade bei sehr groen Zahlen ist es sehr schwer, die Primfaktorzerlegung zu
bestimmen!®. Der euklidische Algorithmus ist ein alternatives Verfahren, um den ggT auszurechnen, das
besonders bei groBen Zahlen sehr schnell sein kann. Dieser Algorithmus basiert auf folgendem Satz:

Satz 2.21. Seien a,b ganze Zahlen. Dann gilt ggT(a, b) = ggT(a— b, b) = ggT(a, b — a), das heifst der grifste
gemeinsame Teiler dindert sich nicht, wenn man eine der Zahlen von der anderen subtrahiert.

Beweis. Man iiberlegt sich, dass die gemeinsamen Teiler von a und b die gleichen wie die von a— b und b
sind, denn wenn eine Zahl a und b teilt, dann teilt sich auch a— b und b; und wenn sie a— b und b teilt, dann
auch a = (a - b) + b. Da die gemeinsamen Teiler von a, b und a — b, b iibereinstimmen, ist auch der gréQte
gemeinsame Teiler von den beiden Paaren gleich. Der Beweis fiir ggT(a, b) = ggT(a, b— a) geht genauso. [

Zwei Beispiele:
Beispiel 2.22. a) Durch mehrmaliges Subtrahieren sehen wir:
ggT(12,18) = ggT(12,18-12) = ggT(12,6) = ggT(12 -6,6) = ggT(6,6) = ggT(6 - 6,6)
=ggT(0,6) =6.

Wir hitten auch schon bei ggT(6,6) aufhéren konnen, denn ggT'(6, 6) ist offensichtlich 6. Wir setzen das
Verfahren aber immer so weit fort, bis eine der Zahlen 0 ist.

b) Ahnlich kann man berechnen:

ggT(105,36) = ggT(69,36) = ggT(33,36)
=ggT(33,3)
=ggT(30,3) =ggT(27,3) =--- = ggT(3,3) = ggT(0,3)
=3.

10Moderne Verschliisselungsverfahren basieren auf der Tatsache, dass Computer nicht in der Lage sind, sehr gro8e Zahlen in Prim-
faktoren zu zerlegen.
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In jeder Zeile dieser Rechnung wurde mehrmals entweder die linke von der rechten oder die rechte von
der linken Zahl abgezogen. Zum Beispiel wurde in der ersten Zeile zwei mal die Zahl 36 von der Zahl
105 abgezogen und in der dritten Zeile wurde elf mal die Zahl 3 von der Zahl 33 subtrahiert. Anstatt jede
Subtraktion einzeln auszufiihren, kann man auch sofort ein geeignetes Vielfaches nehmen. Wir ziehen
36 genau zwei mal von 105 ab, da 36 zwei mal in 105 , passt“ (das heilt das Ergebnis von 105 : 36 ist 2).
Wir kénnen die Rechnung also auch schreiben als:

105=2-36+33,
36=1-33+3,
33=11-3+0.

Die Rechnung im vorigen Beispiel ist bereits der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT. Zur
Verdeutlichung ein weiteres Beispiel:

Beispiel 2.23. Wir berechnen den ggT von 767 und 598:

767 =1-598 + 169,
598 =3-169 +91,

169=1-91+78,
91=1-78+13,
78=6-13+0.

Wir sehen also, dass ggT(767,598) = 13.

Der euklidische Algorithmus ist nicht nur eine Methode, den ggT von zwei Zahlen auszurechnen, er hilft
auch beim Losen lineare Gleichungen in den ganzen Zahlen (siehe letzter Abschnitt). Wir hatten fiir den Be-
weis von Satz 2.20 benutzt, dass man die Gleichung ax + by = ggT(a, b) immer l6sen kann. Der euklidische
Algorithmus ermdglicht es uns nicht nur zu zeigen, dass das tatsdchlich moglich ist, sondern stellt auch
einen Weg bereit, eine Losung zu finden.

Wir demonstrieren das an den Zahlen aus vorigem Beispiel.

Beispiel 2.24. In Beispiel 2.23 haben wir herausgefunden, dass ggT(767,598) = 13. Wir wollen die dorti-
ge Rechnung benutzen, um eine Losung fiir 767x + 590y = 13 zu finden. Zunéchst einmal stellen wir alle
dortigen Gleichungen um:

13=91-1-78, (2.1)
78=169-1-91, (2.2)
91 =598-3-169, 2.3)
169 =767 —1-598. (2.4)

Jetzt setzen wir die so erhaltenen Gleichungen nacheinander ein:

13%91-1.78
@291 -1.(169-1-91)=2-91-1-169
@ 5. (598-3-169)—1-169 = 2-598 —7-169
24)

= 2-598-7-(767—-1-598) =9-598 - 7-767.
Wir sehen: Eine Losung fiir 767x +598y =13 ist x = -7,y =9.

Damit haben wir die Frage 2.16 vollstdndig beantwortet.

2.5 Teilerfremdheit

Héufig steht man vor der Aufgabe, fiir eine bestimmte Zahl zu beweisen, dass sie durch eine gewisse andere
Zahl teilbar ist. Mithilfe der Teilerfremdheit ldsst sich dieses Problem sehr héufig auf , kleinere“ Teilproble-
me reduzieren, wie wir im Folgenden sehen werden. Zunéchst formulieren wir den folgenden wichtigen
Satz:
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Satz 2.25. Wenn eine ganze Zahl durch zwei ganze Zahlen a und b teilbar ist, dann ist sie auch durch
kgV(a, b) teilbar.

Wir beweisen diesen Satz nicht, man kann ihn sich aber mit der Primfaktorzerlegung iiberlegen. Hier
ein Beispiel:

Beispiel 2.26. Wenn eine Zahl durch 6 und durch 8 teilbar ist, dann ist sie auch durch 24 teilbar, denn
24 = kgV(6,8). Wenn dir das nicht logisch erscheint, dann probiere ein paar Beispiele.

Der obige Satz kann zwar hilfreich sein, aber das kgV ist nicht immer leicht zu bestimmen. Einen bes-
seren Satz bekommt man, wenn man eine zusitzliche Eigenschaft von a und b fordert, sogenannte Teiler-
fremdheit:

Definition 2.27. Zwei ganze Zahlen a und b hei3en feilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamen Teiler gro3er
als 1 haben, das hei8t, wenn ggT(a, b) = 1.

Es gibt einen einfachen Weg herauszufinden, ob zwei Zahlen teilerfremd sind: Man schaut sich ihre
Primfaktorzerlegungen an und iiberpriift, ob es eine Primzahl gibt, die in beiden vorkommt. Wenn nicht,
dann sind die Zahlen teilerfremd.

Beispiel 2.28. a) Die Zahlen 32 und 39 sind teilerfremd, denn es gilt 32 = 2° und 39 = 3- 13, das heif3t keine
Primzahl kommt in beiden Zahlen vor.

b) Die Zahlen 18 und 27 sind nicht teilerfremd, denn beide sind durch 3 teilbar.
Fiir teilerfremde Zahlen gibt es den folgenden hilfreichen Satz:

Satz 2.29. Ist eine ganze Zahl durch zwei teilerfremde ganze Zahlen a und b teilbar, dann ist sie auch durch
a- b teilbar.

Beweis. Wenn a und b teilerfremd sind, dann ist kgV(a, b) = a- b. Somit folgt die Behauptung aus Satz 2.25.
O

Beispiel 2.30. a) Wenn eine Zahl durch 3 und durch 8 teilbar ist, dann ist sie auch durch 24 teilbar, denn
24 = 3-8 und die Zahlen 3 und 8 sind teilerfremd.

b) Die Teilerfremdheit ist sehr wichtig. Zum Beispiel stimmt es nicht, dass aus der Teilbarkeit durch 6 und
durch 8 auch die Teilbarkeit durch 48 = 6 - 8 folgt. Ein Gegenbeispiel ist 24, denn 6|24, 8|24, aber 481 24.

¢) Die bekannte Teilbarkeitsregel durch 6 basiert auf diesem Prinzip: Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie
durch 2 und durch 3 teilbar ist, das heil8t wenn sie gerade ist und 3 ein Teiler ihrer Quersumme ist.

d) In Aufgabe 1.28 haben wir verwendet, dass eine Zahl durch 12 teilbar ist, wenn sie durch 3 und durch 4
teilbar ist.

Wir zeigen eine weitere Anwendung:
Aufgabe 2.31. Fiir welche Primzahlen p ist die Zahl p? — 1 durch 24 teilbar?

Losung. Das erste, was man zum Losen einer Aufgabe immer tun sollte, ist ein paar Beispiele auszurechnen.
Tabelle 2.5 zeigt einige Beispiele.

p | pP-1]241p*>-12 p | pP-1]241p*-12
2 3 nein 13 168 ja
3 8 nein 17 288 ja
5 24 ja 19 | 360 ja
7 48 ja 23 | 528 ja
11| 120 ja 29 | 840 ja

Tabelle 2.5: Beispielwerte fiir p? — 1.

Die Tabelle fiihrt schnell zu der Vermutung, dass p? — 1 immer dann durch 24 teilbar ist, wenn p? — 1
groBer oder gleich 24 ist, das heil3t, wenn p = 5.

Zum Beweis verwenden wir die Tatsache, dass eine Zahl durch 24 teilbar ist, wenn sie durch 3 und durch
8 teilbar ist. Wir konnen den Beweis also in zwei Schritte zerteilen:
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Teilbarkeit durch 3. Wenn p eine Primzahl grof3er oder gleich 5 ist, dann ist p nicht durch 3 teilbar. Folg-
lich ist der Rest von p bei Division durch 3 entweder 1 oder 2, das heil3t p =1 (mod 3) oder p =2 (mod 3).
Im ersten Fall ist p2 —1 = 1?2 — 1 = 0 (mod 3) und im zweiten Fall ist p?> —1 =22 —1 =3 =0 (mod 3), das heift
wir haben auf jeden Fall p? — 1 = 0 (mod 3), was nichts anderes heift als dass p? — 1 durch 3 teilbar ist!!.

Es gibt auch einen Weg ohne Zahlenkongruenzen: Durch Ausmultiplizieren stellt man fest, dass gilt:

pP-1=(p-1)-(p+1).

Die Zahlen p —1, p, p + 1 sind drei aufeinanderfolgende Zahlen auf dem Zahlenstrahl, folglich ist eine von
ihnen durch 3 teilbar. Da p aber nicht durch 3 teilbar ist, muss entweder p—1 oder p +1 durch 3 teilbar sein.
In beiden Féllen ist das Produkt (p — 1) - (p + 1) durch 3 teilbar, da einer der Faktoren durch 3 teilbar ist.

Teilbarkeit durch 8. Wir wihlen einen dhnlichen Weg wie fiir die Teilbarkeit durch 3: Da p eine Primzahl
groBer oder gleich 5 ist, ist p ungerade. Folglich hat p einen der Reste 1,3,5, 7 bei Division durch 8 (bei allen
anderen Resten wire p gerade). Fiir alle diese Reste ist p2 —1 =0 (mod 8), wie man nachrechnen kann (zum
Beispiel, wenn p =5 (mod 8), dann ist p? — 1 =5? — 1 = 24 = 0 (mod 8)). Folglich ist p? — 1 durch 8 teilbar.

Alternativ kann man folgenden Beweis fiihren: Wir stellen wieder fest, dass p>~1=(p—1)-(p+1).Dap
ungerade ist, sind sein Vorgidnger und sein Nachfolger, also p — 1 und p + 1, gerade. Wir wissen sogar, dass
eine dieser beiden Zahlen durch 4 teilbar ist, denn unter den vier aufeinanderfolgenden Zahlen p—1, p, p+
1, p +2 ist eine durch 4 teilbar, aber p und p + 2 sind ungerade. Da also eine der Zahlen p— 1, p + 1 durch 4
und die andere durch 2 teilbar ist, ist das Produkt (p — 1) - (p + 1) durch 8 teilbar.

Die soeben geldste Aufgabe stammt aus der dritten Stufe der 36. Matheolympiade und richtete sich an
Neuntkldssler!

2.6 Teiler

In diesem Abschnitt wollen wir einen genaueren Blick auf die (positiven) Teiler einer ganzen Zahl werfen.
Wir interessieren uns dabei vor allem dafiir, wie man einer Zahl n auf einfache Weise ansehen kann, wie
viele Teiler sie hat und wie man diese Teiler schnell finden kann. Dazu schauen wir uns zunéchst ein paar
Beispiele an:

Beispiel 2.32. Wir betrachten als erstes den Fall, dass unsere Zahl n eine Primzahlpotenz ist.

a) Was sind die Teiler von 33 = 272 Man findet schnell heraus, dass die Teiler 1,3,9 und 27 sind; es gibt also
4 Teiler.

b) Was sind die Teiler von 2° = 322 Es sind die Zahlen 1, 2,4, 8,16 und 32, also insgesamt 6 Teiler.
¢) Was sind die Teiler von 52 = 25?2 Wir finden 3 Teiler, namlich 1,5 und 25.

Wenn man in vorigem Beispiel jeweils den Exponenten der Primzahl mit der Anzahl der Teiler vergleicht,
dann kommt man schnell zu folgender Vermutung:

Vermutung 2.33. Wenn n eine Primzahlpotenz ist, dann ist die Anzahl der (positiven) Teiler von n gleich
dem Exponenten der Primzahl plus 1.

Um zu verstehen, wieso das stimmt, schauen wir uns die Teiler der Primzahlpotenzen nochmal genauer
an: Die Teiler von 25 =32 sind 1 = 29,2 = 21,4 = 22,8 = 23,16 = 2% und 32 = 25. Wir sehen also: Zu jedem
moglichen Exponenten zwischen (einschlieBlich) 0 und 5 gibt es einen Teiler, ndmlich 2 hoch diesen Expo-
nenten. Da es 6 Zahlen zwischen 0 und 5 gibt, ndmlich 0, 1,2, 3,4 und 5, gibt es 6 Teiler.

Ahnlich ist es mit den Teilern von 3% = 27: Die Teiler sind 1 = 3°,3 = 31,9 = 32 und 27 = 3%, das heiRt fiir
jeden moéglichen Exponenten zwischen 0 und 3 gibt es den Teiler 3 hoch diesen Exponenten.

Wenn wir also eine allgemeine Primzahlpotenz p* betrachten, dann scheint es fiir jede Zahl zwischen
einschlieBlich 0 und k einen Teiler zu geben, ndmlich p hoch diese Zahl. Dadurch erhilt man genau k + 1
Teiler, wie in unserer Vermutung.

Was passiert bei Zahlen, die keine Primzahlpotenz sind?

Beispiel 2.34. a) Was sind die Teiler von 18? Es sind 1,2,3,6,9 und 18, also 6 Teiler. Tabelle 2.6 zeigt zu
jedem der 6 Teiler die Primfaktorzerlegung und die darin auftretenden Exponenten von 2 und 3.

1 Nebenbei bemerkt haben wir nur verwendet, dass p nicht durch 3 teilbar ist. p muss gar nicht unbedingt eine Primzahl sein, damit
p? —1 durch 3 teilbar ist.
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Teiler | Primfaktoren | Exponenten
1 20.30 0,0
2 21.30 1,0
3 20.31 0,1
6 21.31 1,1
9 20.32 0,2
18 2l.32 1,2

Tabelle 2.6: Teiler von 18.

Wir sehen, dass es zu jedem Paar a, b von Exponenten mit a gleich 0 oder 1 und b gleich 0, 1 oder 2
einen Teiler von 18 gibt und dass wir alle Teiler von 18 auf diese Weise konstruieren kénnen. Das liegt
daran, dass die Primfaktorzerlegung jedes Teilers von 18 die gleichen Primzahlen wie 18 enthdlt (also
keine neuen Primzahlen hinzukommen kénnen), aber mit eventuell kleineren Exponenten als in 18.

Es gibt 6 Moglichkeiten fiir solche Paare, ndmlich 2 Moglichkeiten fiir den Exponenten von 2 und bei
jeder dieser Moglichkeiten 3 Moglichkeiten fiir den Exponenten von 3, das heilt insgesamt 2-3 Méglich-
keiten'?.

b) Was sind die Teiler von 45?2 Tabelle 2.7 zeigt alle Teiler und jeweils ihre Primfaktorzerlegung und die
auftretenden Exponenten.

Teiler | Primfaktoren | Exponenten
1 30.50 0,0
3 3l.50 1,0
5 30.5! 0,1
9 32.59 2,0
15 3l.51 1,1
45 32.51 2,1

Tabelle 2.7: Teiler von 45.

Ahnlich wie im vorigen Beispiel sehen wir, dass wir zu jedem Teiler ein Paar a, b von Exponenten auf-
schreiben kénnen, wobei a der Exponent von 3 und b der Exponent von 5 ist. Diesmal haben wir fiir a
die Mdglichkeiten 0,1 und 2 und fiir b die Moglichkeiten 0 und 1. Insgesamt erhalten wir dadurch 6 = 3.2
Paare.

In beiden obigen Beispielen konnten wir die Anzahl der Teiler durch Zdhlen aller moglichen Paare von
Primzahlexponenten berechnen. Dabei gibt es fiir jeden Exponenten die Moglichkeiten 0, 1,..., k, wobei k
der Exponent der jeweiligen Primzahl in der Ausgangszahl ist. Es gibt also fiir jeden Exponenten genau k+1
Moglichkeiten. Das fiihrt zu folgendem Satz:

Satz 2.35. Man erhdlt die Anzahl der (positiven) Teiler einer positiven ganzen Zahl n, indem man in der
Primfaktorzerlegung von n jeden Primzahlexponenten um 1 erhéht und die Ergebnisse multipliziert. Jeden
Teiler von n bekommt man, indem man in der Primzahlzerlegung von n einige Exponenten der Primzahlen
verkleinert.

Hier noch zwei Beispiele:

Beispiel 2.36. a) Wie viele Teiler hat 362 Es gilt 36 = 2232, die Exponenten sind somit 2 und 2. Wir erh6hen
beide Exponenten jeweils um 1 und multiplizieren die Ergebnisse. Dadurch erhalten wir (2+1)-(2+1) =9,
das heil3t, 36 hat 9 Teiler.

b) Wie viele Teiler hat 104? Es gilt 104 = 23.13! die Exponenten sind also 3 und 1. Nach dem Satz hat 104
folglich (3+1)-(1+1) = 8 Teiler. Wir konnen diese Teiler explizit angeben, indem wir in der Primfaktorzer-
legung 23-13! manche der Exponenten verringern. Dadurch erhalten wir die Teiler 2°-13% = 1,2!.13% = 2,
22.13%=4,23.130=8,2°.13' =13, 2! .13 =26,22-13! =52 und 23-13' = 104.

12Djeses Abzihlen aller Moglichkeiten fiir die Paare a, b ist ein grundlegendes kombinatorisches Argument. Wir werden uns solche
Argumente genauer ansehen, wenn wir beim Thema ,Kombinatorik“ sind.
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3 Logik

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einem sehr fundamentalen Teilgebiet der Mathematik: der Lo-
gik. Grob gesagt beschiftigt sich die Logik mit der Frage, was Aussagen (wie zum Beispiel ,3 ist eine Prim-
zahl“) sind und auf welche Art man aus gegebenen Aussagen neue Aussagen folgern kann. In gewissen Sinne
ist die Logik also eine Art ,Anleitung” fiir die Mathematik: alle Sdtze und Beweise der Mathematik sind den
strengen Regeln der Logik unterworfen.

Wir werden im Kurs einen kleinen Einblick in die Logik gewinnen.

3.1 Aussagen
Der wichtigste Begriff in der Logik ist die Aussage. Hier eine Definition:
Definition 3.1. Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist.
Das klingt erstmal sehr einfach. Man kann aber tatsichlich einige interessante Beispiele betrachten:
Beispiel 3.2. a) Ist,3 ist eine Primzahl“ eine Aussage? Ja, denn dieser Satz ist wahr.
b) Ist,4 ist eine Primzahl“ eine Aussage? Ja, denn dieser Satz ist falsch.

c) Ist,Heute scheint die Sonne* eine Aussage? Ja, denn dieser Satz ist entweder wahr oder falsch. Hier muss
man aber bereits ein bisschen aufpassen. Zuallererst muss man sich fragen, was es denn heift, dass die
Sonne scheint. Muss der Himmel wolkenlos sein? Wie definiert man iiberhaupt Wolke? Was ist, wenn nur
ein kleines Wolkchen am Himmel ist? Auf solche Probleme st6t man immer, wenn man versucht all-
tagliche Dinge mit der Mathematik zu beschreiben. Mathematiker beschranken sich mit ihren Aussagen
daher normalerweise auf rein mathematische Objekte, wo alles schén sauber und eindeutig definiert ist.
Wenn man eins seiner mathematischen Augen zudriickt, dann kann man aber auch Aussagen aus dem
Alltag mathematisch untersuchen.

Ein weiterer zu beachtender Fakt ist, dass der Satz seinen Wahrheitswert jeden Tag d&ndern kann.

d) Ist ,Morgen scheint die Sonne“ eine Aussage? Ja, denn dieser Satz ist entweder wahr oder falsch, auch
wenn wir heute noch nicht wissen, was der Wahrheitsgehalt ist.

e) Istder Satz,Jede gerade natiirliche Zahl gréRer oder gleich 4 kann man als Summe von zwei Primzahlen
schreiben” eine Aussage? Ja, denn sie ist entweder wahr oder falsch. Das interessante an dieser Aussage
ist, dass bis heute kein Mathematiker weil3, ob sie richtig ist. Man hat natiirlich schon sehr viele Zah-
len mit dem Computer durchprobiert und hat bislang kein Gegenbeispiel gefunden, sodass die meisten
Mathematiker denken, dass die Aussage stimmt. Trotzdem hat noch keiner einen Beweis finden kénnen.

f) Ist ,Dieser Satz ist falsch“ eine Aussage? Nein! Denn wenn der Satz eine Aussage wére, dann wére er
entweder wahr oder falsch. Angenommen, er ist wahr. Daraus folgt aber, dass er falsch ist. Angenommen,
er ist falsch. Daraus folgt aber, dass er wahr ist. Beide Moglichkeiten fiihren also zum Widerspruch!

3.2 Verkniipfung von Aussagen

Aus gegebenen Aussagen kdnnen wir neue Aussagen zusammenbauen. Das nennt man auch , verkniipfen®
der Aussagen:

Definition 3.3. Seien A und B zwei beliebige Aussagen. Dann definieren wir die folgenden neuen Aussagen:

-1A =, Aistfalsch” = ,Nicht A,
AN B=,Aund B sind richtig“ = ,,Aund B*,
AV B =,Aoder Bistrichtig“ = ,, A oder B,
A= B = ,Wenn Arichtigist, dann ist auch B richtig“ =, Aus A folgt B¢,

A< B=,Aist genau dann richtig, wenn B richtig ist“ = , A ist &quivalent zu B“.

Die Tabelle 3.8 zeigt den Wahrheitswert der verkniipften Aussagen abhéngig von dem Wahrheitswert
der Aussagen A und B.

Solche Tabellen nennt man auch Wahrheitswertetabellen. Die unterstrichenen Eintrage sind diejenigen,
die ziemlich {iberraschend sein kdnnen: In der Mathematik ist die Aussage ,, A oder B ist wahr* richtig, wenn
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A|B|AANB  A|B|AvB A|B|A=>B A|B|AeB
A| A w | w w w | w w w | w w w | w w
w| f w | f f w | f w w | f f w | f f
f|w f|lw f f|w w flw w f|lw f
f|f f f|f f f|f w f|f w

Tabelle 3.8: Wahrheitswertetabellen fiir die Verkniipfungen.

A und B wahr sind. Das unterscheidet sich von der Umgangssprache, wo man mit ,oder“ normalerweise

»entweder oder” meint.

AuBerdem interessant ist, dass die Aussage ,Wenn A richtig ist, dann ist auch B richtig“ automatisch
richtig ist, wenn A falsch ist. Das hei3t aus einer falschen Aussage kann man alles folgern! Zum Beispiel ist
die Aussage ,Wenn 4 eine Primzahl ist, dann sind alle Dreiecke gleichseitig“ eine wahre Aussage.

Beispiel 3.4. Sei n eine ganze Zahl. Wir betrachten die drei Aussagen

A = ,nistdurch 2 teilbar®,
B = ,nist durch 3 teilbar“,
C = ,nist durch 6 teilbar®.

Daraus kdonnen wir neue Aussagen erzeugen, zum Beispiel:

—=C = ,n ist nicht durch 6 teilbar®,
AN B =, nistdurch 2 und 3 teilbar“,
C = A= ,Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist n auch durch 2 teilbar*,
C ¢ (AAB) = ,nist genau dann durch 6 teilbar, wenn n durch 2 und durch 3 teilbar ist“,

(AV B) > C = ,,Wenn n durch 2 oder 3 teilbar ist, dann ist n durch 6 teilbar*.

Die Aussagen C = A und C < (A A B) sind auf jeden Fall wahr, egal welche Zahl n wir uns gew&hlt haben.
Bei allen anderen Aussagen hingt der Wahrheitswert von n ab. Zum Beispiel ist die Aussage (Av B) = C
wahr, wenn 7 nicht durch 2 oder 3 teilbar ist, weil dann A v B falsch ist und man aus etwas Falschem alles

folgern kann.

3.3 Aquivalenz von Aussageformeln

Eine interessante Frage ist, auf welche Weise man gegebene Aussagen durch Aussagen ersetzen kann, die
auf jeden Fall den gleichen Wahrheitswert haben. Was damit genau gemeint ist, zeigt die folgende Definiti-

on:

Definition 3.5. Eine Aussagenformel ist eine Formel mit Aussagenvariablen'® A, B, C,... und Verkniipfun-
gen 7,A,V,=, .

Zwei Aussagenformeln heillen dquivalent, wenn sie fiir alle Moglichkeiten, die Aussagenvariablen mit
bestimmten Aussagen zu belegen, den gleichen Wahrheitswert haben. Wir schreiben dann F; = F,, wobei
Fj und F, die beiden Aussagenformeln sind.

Beispiele fiir Aussagenformeln sind also AA (B v C) und —(A = B). Wir untersuchen ein paar Beispiele
auf Aquivalenz:

Beispiel 3.6. a) Sind die Aussagenformeln Av B und —(mA A =B) dquivalent? Um eine Idee zu bekom-
men, formulieren wir zunéchst beide Aussagenformeln als Satz: Die Formel A v B heilt ,, A oder B ist
richtig“ und die Formel —(= A A = B) heil3t ,Es stimmt nicht, dass A und B falsch sind“. Die beiden For-
meln klingen also gleichwertig (das heil8t &quivalent). Um das ganz exakt zu beweisen, benutzen wir eine
Wahrheitswertetabelle, wie in Tabelle 3.9 zu sehen.

Wichtig sind in dieser Tabelle nur die Ergebnisse in den unterstrichenen Spalten. Die Spalten dazwi-
schen sind nur eine Hilfestellung, um die Wahrheitswerte Schritt fiir Schritt zu bestimmen.

Die Tabelle zeigt fiir jede mogliche Kombination von Wahrheitswerten fiir A und B, welchen Wahrheits-
wert die Formeln A v B und —(= A A =B) haben und dieser Wahrheitswert ist in jedem Fall gleich. Somit
sind die Formeln dquivalent, wie zu zeigen war.

13Mit Aussagenvariable ist gemeint, dass wir diese Variablen durch beliebige Aussagen ersetzen konnen.
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A|B| AvB | A | 7B | "AA-B | 2(2AA-B)
w | w w f f f w
w | f w f w f w
f|lw w w f f w
f|f f w w w f

Tabelle 3.9: Wahrheitswertetabelle fiir Av B= (07 AA-B).

b) Sind die Aussagenformeln A = B und B = A dquivalent? Nein, sind sie nicht. Wenn zum Beispiel A
wahr und B falsch ist, dann ist B = A richtig, aber A = B falsch. Man kann sich auch anschaulich sehr
gut iiberlegen, warum die beiden Formeln nicht gleichwertig sind. Zum Beispiel ist ,Wenn das Dreieck
gleichseitig ist, dann ist es auch gleichschenklig” fiir jedes Dreieck richtig, aber die Umkehrung ,, Wenn
das Dreieck gleichschenklig ist, dann ist es auch gleichseitig“ stimmt nicht immer.

3.4 Das Curry-Paradoxon

Ein Paradoxon ist etwas, das auf den ersten Blick so wirkt, als hdtte man einen Widerspruch in der Mathema-
tik gefunden. Bei genauerem Hinsehen entpuppen sich Paradoxien aber als geschickt getarnte Falschaus-
sagen (bzw. falsche Beweise). Wir werden uns ein Paradoxon aus der Logik ansehen, das sogenannte Curry-
Paradoxon.

Dieses Paradoxon besagt, dass man jede beliebige Aussage A beweisen kann. Also zum Beispiel die Aus-
sage A = ,4 ist eine Primzahl“. Der Beweis geht folgendermaRen:

»Beweis“. Wir betrachten die folgende Aussage B:

B = ,Wenn diese Aussage wahr ist, dann stimmt auch A“
=B = A.

Nun zeigen wir, dass B nicht falsch sein kann. Da B von der Form B = A ist, kann man in der Wahrheitswer-
tetabelle 3.8 fiir ,=“ ablesen, dass diese Aussage nur dann falsch sein kann, wenn B wahr ist und A falsch.
Das fiihrt aber zu einem Widerspruch, denn B kann nicht zugleich falsch und wahr sein.

Folglich ist B eine wahre Aussage. Daraus, dass B und somit auch B = A wahr ist, folgt, dass A wahr
ist. O

Offensichtlich stimmt etwas mit diesem Beweis nicht, denn nicht jede Aussage A ist wahr. Aber wo ist
der Fehler?

Wenn man ein bisschen dartiber nachdenkt, kommt man zu der Frage: Was ist tiberhaupt der Wahr-
heitswert von B? In dem ,,Beweis“ haben wir gezeigt, dass B nicht falsch sein kann. Der Widerspruch (dass
Awabhr ist) zeigt nichts anderes als dass B auch nicht wahr sein kann. Die logische Konsequenz ist also, dass
B gar keine Aussage ist!

Diese Auflésung betont noch einmal, dass nicht jeder Satz, den man hinschreiben kann, automatisch
wahr oder falsch sein muss. Das ist der Grund, weshalb man den Begriff ,Aussage” definiert. Alle Nicht-
Aussagen haben keine sinnvolle Anwendung in der Mathematik: die Mathematik weif gar nicht, was eine
Nicht-Aussage ist und somit darf man damit auch keine Beweise fiihren.

3.5 Quantoren

In diesem Abschnitt werden wir unsere Grundbausteine fiir Aussagen um zwei ganz wesentliche Kompo-
nenten ersetzen: die sogenannten Quantoren V und 3. Diese Quantoren haben die Bedeutung , fiir alle“ und
»€es existiert (mindestens) ein“. Wie man daraus Aussagen baut, ldsst sich am einfachsten durch ein Beispiel
erklédren:

Beispiel 3.7. Wir betrachten die folgende Aussage A:
VnezZ:6|n.
Diese Aussage liest sich Zeichen fiir Zeichen folgendermaRen:

»Fiir alle n aus Z gilt: n ist durch 6 teilbar.“

24



Wir sehen also den folgenden Aufbau: Nach dem V kommt ein Name fiir eine Variable (hier n) und eine
Beschreibung, was fiir Werte diese Variable annehmen darf (hier alle Elemente aus Z). Es folgt ein Doppel-
punkt, der in etwa so viel hei3t wie ,gilt:“ und anschlieBend folgt eine Aussage C(n), die aber von unserer
Variable n abhédngt. Das gesamte Konstrukt sagt aus, dass C(n) fiir alle n aus Z erfiillt ist.

Offensichtlich ist die obige Aussage A falsch. Wir kénnen sie modifizieren, um zu folgender Aussage B
zu gelangen:

dneZ:6|n.
Diese Aussage bedeutet folgendes:
»Es existiert (mindestens) ein 7 in Z, fiir das gilt: n ist durch 6 teilbar.“

Der Aufbau ist genauso wie mit V, nur die Bedeutung ist anders. Statt zu sagen, dass die Aussage C(n)
(also hier 6| n) fiir alle n aus Z gilt, behauptet B nur, dass es ein n aus Z gibt, welches C(n) erfiillt. Das ist
offensichtlich wahr, denn wir kénnen zum Beispiel n = 6 wéhlen.

Damit kommen wir also zu folgender Definition:

Definition 3.8. Sei M eine Grundmenge und sei C(m) eine Aussage, die von einem Element aus m abhéngt.
Dann definieren wir die folgenden neuen Aussagen:

Vme M: C(m) =, Fir alle m aus M ist C(m) erftillt,

dme M: C(m) = ,Es gibt (mindestens) ein m aus M, fiir das gilt: C(m) ist erfiillt”.
Wir betrachten zwei weitere Beispiele:

Beispiel 3.9. a) Essei A die Aussage
VneZ:2|nA3|n=>6]|n.

Das ist die Aussage ,Fiir alle ganzen Zahlen n gilt: Wenn 7 durch 2 und durch 3 teilbar ist, dann ist n
auch durch 6 teilbar.“

Wir sehen also: A ist die Teilbarkeitsregel durch 6.

b) Essei P die Menge aller Pldtzchen. Zu jedem Pldtzchen p definieren wir die Aussage
L(p) =, pistlecker.”

Dann kénnen wir zum Beispiel die folgenden beiden Aussagen betrachten:

1. VpeP: L(p),
2. 3peP: ~L(p),
3. dpeP:VqgeP: L(p)Vv L(q).

Diese Aussagen bedeuten der Reihe nach:

1. ,Alle Platzchen sind lecker.
2. ,Es gibt ein Platzchen, das nicht lecker ist.“

3. ,Es gibt ein Pldtzchen p, sodass fiir alle Platzchen g gilt: p ist lecker oder ¢ ist lecker.“

Zum Abschluss noch eine ,Warnung“: Wenn man die Quantoren Y und 3 kennt, ist es verlockend, kiinf-
tig in allen Beweisen und Sétzen diese Quantoren zu benutzen. Tu das nicht! Die Verwendung von Quan-
toren in ganz normalen Beweisen (zum Beispiel der Matheolympiade) fithrt meistens dazu, dass die Texte
schwerer zu verstehen sind (und das wird den Korrektor bei der Matheolympiade bestimmt nicht freuen).
Wenn man sich in einer Vorlesung oder im Unterricht Notizen macht, kann die Kurzschreibweise mit ¥ und
3 aber manchmal ganz praktisch sein.
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3.6 Verneinung

Eine wichtige Fahigkeit ist Aussagen verneinen zu kénnen. Damit ist gemeint, zu einer gegebenen Aussage
A die Aussage —A zu formulieren (nattirlich auf ,schone® Weise und nicht einfach als ,A gilt nicht“). Es
folgen ein paar Beispiele mit Standardmethoden der Verneinung:

Beispiel 3.10. a) Wasistdie Verneinungvon A = ,2 ist gerade und eine Primzahl“? Esist 7 A = ,,2 ist ungerade oder 2 ist keine Pr

Dahinter steckt die folgende Regel: Wenn wir die Teilaussagen B = ,,2 ist gerade“ und C = ,,2 ist eine Primzahl“
betrachten, dann ist A= BA C und = A = =B v =C. Wir erhalten also:

(BAC)=-Bv-C.

Man kann zum Beispiel mit einer Wahrheitswertetabelle nachpriifen, dass die beiden Aussagenformeln
links und rechts immer den gleichen Wahrheitswert haben. Es ist aber auch intuitiv klar, denn links steht
»Es stimmt nicht, dass B und C richtig sind“ und rechts steht ,, B ist falsch oder C ist falsch®.

Es gilt auch die ,,umgekehrte” Regel:
“(BvC)=-BA~C,
also ,Es stimmt nicht, dass B oder C richtig ist* ist gleichbedeutend mit , B und C sind beide falsch“.!*

b) Was ist die Verneinung von A = ,Wenn es regnet, dann ist die Stral3e nass“? Das ist ein bisschen schwie-
riger als das letzte Beispiel. Wenn man die Teilaussagen B = ,Es regnet“ und C =, Die Stral3e ist nass“
definiert, dann hat A die Form A = B = C. In der Wahrheitswertetabelle 3.8 kann man nachlesen, dass
A dann und nur dann falsch ist, wenn B wahr ist und C falsch. Klar, denn wenn es gerade regnet und die
Stralle nicht nass ist, dann kann A nicht richtig sein. In allen anderen Féllen aber schon!

Wir erhalten also = A = B A —C. Das fiihrt zu der allgemeinen Formel

“(B=C)=BA-C.

¢) In diesem Beispiel wollen wir untersuchen, wie man Aussagen verneint, die die Quantoren V und 3 ent-
halten. Wir betrachten dazu wieder die Menge P aller Pldtzchen und die Aussage L(p) = , p ist lecker*.
Sei nun A = ,Alle Pliatzchen sind lecker®.

Was ist die Verneinung von A? Nun, wenn es nicht stimmt, dass alle Pldtzchen lecker sind, dann muss es
wohl eins geben, das nicht lecker ist. Wir kommen also auf A = ,,Es gibt ein Pldtzchen, das nicht lecker
ist“. In Formeln geschrieben erhalten wir die Regel

- (VpeP: L(p))=3peP: 1L(p).
Es gilt auch die ,,umgekehrte“ Regel:
- (IpeP: L(p))=VYpeP: 1L(p),

das heil3t ,Es gibt kein Pldtzchen, das lecker ist“ ist gleichbedeutend mit ,Alle Platzchen sind nicht le-
cker®.

Natiirlich stimmen diese Regeln auch fiir andere Mengen P und fiir andere Aussagen L(p).

Zum Abschluss nutzen wir die obigen Regeln, um eine etwas kompliziertere Aussage zu verneinen. Wir
betrachten dazu die folgende Aussage A:

VneZ: (n=0=>3dxeZ: n=x2/\x20).

Man braucht ein bisschen Zeit, um zu verstehen, was die Aussage sagt. In Worten ist A gleich , Fiir alle gan-
zen Zahlen n gilt: Wenn 7 nicht negativ ist, dann gibt es eine ganze Zahl x, sodass n = x? und x nicht negativ
ist“, oder ein bisschen kiirzer formuliert: ,Zu jeder nichtnegativen ganzen Zahl n gibt es eine nichtnegative
Waurzel x in Z*“. Diese Aussage ist falsch,'® also verneinen wir sie:

“A=-(VYnezZ: (n=0=>3xeZ: n:xz/\xEO))
=3neZ:~(n20=>3xeZ: n=x* Ax20)
=3dneZ: (n=0A(3xeZ: n:x?‘/\xEO))
=3neZ: (n=0AVx€eZ: —u(n=x2/\x20))

=3IneZ: n=0AVXEZ: n# x>V x<0)).

14Dje beiden in diesem Beispiel vorgestellten Regeln nennt man auch de-Morgansche Regeln.
I5Wenn man Z durch die sogenannten reellen Zahlen ersetzt, dann stimmt sie.
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In Worten bedeutet das , Es gibt eine ganze Zahl n, die nicht negativ ist, sodass fiir jede ganze Zahl x gilt, dass
n # x2 oder x < 0“. Wenn man ein bisschen dariiber nachdenkt, dann stellt man fest, dass das tatsichlich die
Verneinung von obiger Aussage ist. Beachte, dass wir die Verneinung nur mithilfe obiger Regeln ermittelt
haben, ohne zu wissen, worum es in der Aussage iiberhaupt geht.

Da die urspriingliche Aussage falsch war, muss die Verneinung richtig sein. Und das ist tatséchlich so:
Es existiert namlich ein n, namlich zum Beispiel n = 2, sodass es keine ganze Zahl x gibt mit x> = n = 2.

3.7 Folgerungen

Eines der wichtigsten Werkzeuge in der Logik ist die sogenannte Folgerung. Grob gesagt geht es darum,
wann man eine bestimmte Aussage F aus anderen Aussagen Aj, A,..., A, folgern kann. Die gesamte Ma-
thematik basiert auf dem Prinzip der Folgerung, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

Wir haben leider nicht die nétigen Mittel, um ganz exakt zu definieren, was eine Folgerung ist, daher
geben wir uns mit der folgenden etwas vagen Definition zufrieden:

Definition 3.11. Eine Aussage F ist eine Folgerung aus den Aussagen Aj, A,..., Ay, wenn man F durch
reine Logik aus A, Ay, ..., A, ,ableiten“ kann.

Was damit gemeint sein soll, verdeutlichen wir an mehreren Beispielen:

Beispiel 3.12. a) Eine Folgerung ist zum Beispiel:

A;:  Alle Plitzchen sind lecker.
Ay:  Ein Zimtstern ist ein Pldtzchen.
F: FEin Zimtstern ist lecker.

Die unterstrichenen Worter zeigen die logische Struktur der Aussagen. Die nicht unterstrichenen Ob-
jekte und Eigenschaften konnen beliebig ersetzt werden, ohne dass die Folgerung falsch wird. Unsere
Folgerung hat also folgende Form:

Aj:  Alle Asind B.
Ay:  cistein A.
F: cistB.

Wir kénnen die Aussagen auch ganz formal hinschreiben: Wir bezeichnen mit A eine Grundmenge und
mit B(a) eine Aussage iiber das Objekt a aus A. Dann hat die Folgerung die Form

A1: Vac€A: B(a).
Ay ceA.
F:  B(o).

Diese Folgerung ist korrekt, denn die Richtigkeit der Aussage F ldsst sich aus der Richtigkeit der Aussagen
Aj und A; herleiten, ohne dass man weil3, was A, B und c sind. Das ist das, was in obiger Definition mit
»logisch ableitbar“ gemeint ist.

Wir kénnen also auch folgende Folgerung hinschreiben:

Aj:  Alle Elefanten sind rosa.
Ay:  Fred ist ein Elefant.
F: Fredistrosa.

Diese Folgerung hat genau die gleiche logische Struktur wie die Folgerung mit den Plidtzchen und ist
somit korrekt. Da in diesem Fall die Aussage A; nicht richtig ist, wissen wir leider nichts iiber den Wahr-
heitswert von F, denn aus falschen Aussagen kann man auch falsche Aussagen folgern.

b) Wir betrachten eine etwas langere Folgerung:
Ap:  Alle Tiere sind rosa.
Ay:  Alle Schweine sind Tiere.

As:  Es gibt ein Schwein.
F: Es gibt ein Tier, das rosa ist.
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Diese Folgerung ist ebenfalls korrekt, denn die dritte Aussage sagt, dass es ein Schwein s gibt, welches
wegen der zweiten Aussage ein Tier und wegen der ersten Aussage rosa ist. Die untersrichenen Worter
zeigen wie in vorigem Beispiel den logischen Aufbau der Aussagen. Die Eigenschaften ,Tier“, ,rosa“
und ,Schwein“ kann man durch beliebige andere Eigenschaften ersetzen und erhilt immer noch eine
korrekte Folgerung. Beachte, dass in diesem Fall die Aussage A; falsch ist.

Die Aussage As ist wichtig, denn ohne A3 wire die Folgerung falsch. Obwohl wir durch A; wissen, dass
alle Tiere rosa sind, konnen wir nicht folgern, dass es iiberhaupt ein Tier gibt. Das wird erst durch A3
garantiert.

¢) Der folgende Versuch einer Folgerung ist falsch:

Ay:  Esgibt Vogel, die fliegen konnen.
Ay:  Kein fliegendes Lebewesen kann Klavier spielen.
F: Kein Vogel kann Klavier spielen.

Die Folgerung ist falsch (obwohl alle drei Aussagen richtig sind), denn die gegebenen Aussagen schlie-
Ben nicht aus, dass es Vogel gibt, die nicht fliegen kénnen und iiber solche Viégel wissen wir tiberhaupt
nicht, ob sie Klavier spielen konnen. Man kann die falsche Folgerung auch dadurch entlarven, dass man
die in den Aussagen vorkommenden Bestandteile , Vogel®, ,fliegen“ und ,Klavier spielen“ durch andere
Bestandteile ersetzt, sodass A; und A, wahr bleiben, aber F falsch wird. Zum Beispiel:

A;:  Esgibt Menschen, die stumm sind.

Ay:  Kein stummes Lebewesen kann sprechen.
F: Kein Mensch kann sprechen.

Dieser Versuch einer Folgerung hat genau die gleiche logische Struktur wie obige Folgerung, aber das
Ergebnis ist vollig falsch.

3.8 Beweise und Axiome

Mithilfe des in vorigem Abschnitt definierten Begriffs der ,Folgerung“ kénnen wir definieren, was wir unter
einem Beweis verstehen: ein Beweis fiir eine Aussage A ist eine Folge von Folgerungen, wobei jede Folge-
rung nur aus bereits bewiesenen Aussagen folgert und am Ende die Aussage A gefolgert wird.

Man st63t mit dieser Definition aber sehr schnell auf ein Problem: Wenn man nur aus bereits bewiese-
nen Aussagen etwas folgern darf, dann kann man tiberhaupt nichts beweisen. Denn dafiir brduchte man
erstmal eine bewiesene Aussage, doch eine solche kann man nicht finden, denn dafiir brauchte man ja eine
andere bewiesene Aussage und so weiter.

Die Losung des Problems besteht darin, dass man sich ganz zu Anfang (bevor man tiberhaupt beginnt
mit dem Beweisen) eine Liste mit ein paar fundamentalen Aussagen aufschreibt, von denen man einfach
annimmt, dass sie wahr sind. Alle Beweise diirfen dann neben den bereits bewiesenen Aussagen auch die
fundamentalen Aussagen benutzen, um Neues zu folgern. Diese fundamentalen Aussagen nennt man Axio-
me:

Definition 3.13. Ein Axiom ist eine Aussage, die man ohne Beweis als wahr annimmt. Die Menge aller
Axiome nennt man Axiomensystem.

Ein Beweis fiir eine Aussage A ist eine Folge von Folgerungen aus bereits bewiesenen Aussagen oder
Axiomen, an deren Ende die Aussage A steht.

Beispiel 3.14. a) Man kann die gesamte Mathematik auf ein System von nur zehn Axiomen griinden, die
sogenannten Zermelo-Fraenkel-Axiome. Sie beinhalten zum Beispiel , Es gibt eine Menge, die kein Ele-
ment enthélt“ und ,,Wenn man zwei Mengen A und B hat, dann gibt es auch eine Menge, die genau die
Elemente enthilt, die A und B enthalten®“.

Diese Axiome klingen wie vollig offensichtliche Aussagen und man kann sich fragen, warum man so
etwas iberhaupt als wahr annehmen muss. Der Grund dafiir ist, dass wir zwar eine sehr gute Intuition
dafiir haben, was eine Menge ist, aber die Mathematik das erstmal nicht , weil“: rein logisch gesehen ist
eine Menge irgendein Objekt M, sodass fiir jedes andere Objekt x definiert ist, ob x € M gilt oder nicht.
Die Aussage, dass es die leere Menge gibt, heilt also: Es gibt ein Objekt M, sodass fiir alle Objekte x gilt:
x¢ M.

Alle beweisbaren Aussagen in der Mathematik kann man rein logisch aus den zehn Zermelo-Fraenkel-
Axiomen folgern!
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b) Unabhéngig von den Zermelo-Fraenkel-Axiomen kann man bestimmte Gebiete der Mathematik auf ei-
genen Axiomensystemen begriinden. Die Geometrie kann man zum Beispiel mit nur fiinf Axiomen be-
schreiben. Eines davon ist: ,Zu zwei gegebenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die durch diese
beiden Punkte geht.“

Obwohl es zwar interessant ist zu wissen, was Axiome sind, wird man in der Realitdt kaum mit ihnen in
Beriihrung kommen. Kein Mathematiker macht sich die Miihe, alle seine Beweise ganz formal auf Axiome
und bewiesene Aussagen zuriickzufiihren, und das wére auch reine Zeitverschwendung. Wichtig ist nur,
dass es theoretische moglich wire, denn dadurch hat man ein Regelwerk fiir die gesamte Mathematik.

Zum Abschluss betrachten wir ein Beispiel fiir ein Axiomensystem bestehend aus vier Axiomen, mit
welchem wir die Geschenkfabrik des Weihnachtsmanns beschreiben wollen:

Beispiel 3.15. Der Weihnachtsmann hat ganz erschrocken festgestellt, dass er viel zu wenige Sorten an
Geschenken hat, um alle Kinder gliicklich zu machen. Daher beauftragte er drei seiner begabtesten Wichtel,
neue Sorten von Geschenken herzustellen. Die Wichtel bauten drei verschiedene Maschinen:

1. Der erste Wichtel baute den Add-o-Maten. Das ist eine Maschine, in die man mindestens zwei Geschen-
ke tut, und die auf Knopfdruck ein neues Geschenk aus den gegebenen Geschenken herstellt. Sind x und
y zwei Geschenke, dann bezeichnen wir mit z = das Geschenk, das man durch den Add-o-Maten
aus x und y erhalt.

2. Der zweite Wichtel baute den Mul-o-Maten. Er funktioniert genauso wie der Add-o-Mat, produziert aber
andere Geschenke. Wir bezeichnen mit z = @ das Ergebnis des Mul-o-Maten, wenn man die Ge-
schenke x und y hineintut.

3. Der dritte Wichtel baute den Neg-o-Maten. In ihn kann man nur ein einziges Geschenk tun, und der
Neg-o0-Mat spuckt dann ein neues Geschenk aus. Wir bezeichnen mit y = @ das Geschenk, das aus x
entsteht.

Durch Herumexperimentieren stellten die drei Wichtel die folgenden bemerkenswerten Eigenschaften ih-
rer Automaten fest:

(1) Beim Add-o-Maten spielt es keine Rolle, in welcher Reihenfolge man die Geschenke hineintut und ob
man alle auf einmal verwandelt oder es schrittweise tut. Das heilt, fiir alle Geschenke x, y, z gilt:

: und x[yz]|=[xyz]=|[xy]z

(2) Es gibteine Sorte Geschenk, die wir im Folgenden mit ¢ bezeichnen wollen, die sich beim Add-o-Maten
vollig neutral verhalten, das heilt, fiir alle Geschenke x gilt:

(3) Wenn man den Add-o-Maten und den Neg-o-Maten kombinieren will, dann gilt folgende Regel: Fiir alle
Geschenke x ist

x{|=

(4) Wenn man den Mul-o-Maten und den Add-o-Maten kombinieren will, erhélt man die folgende merk-
wiirde Regel: Fiir alle Geschenke x, y und z gilt:

Diese vier Eigenschaften sind nun unsere Axiome: Wir wissen, dass sie wahr sind, ohne es beweisen zu
miissen. Mit diesen Axiomen kdnnen wir jetzt Dinge beweisen. Zum Beispiel:

Satz 3.16. Kombiniert man irgendein Geschenk mit o im Mul-o-Maten, dann erhdlt man das Geschenk o
zurtick.
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Beweis. Sei x ein beliebiges Geschenk. Dann gilt zunéchst!®:

@2 [EED) 65

Das kdnnen wir folgendermallen benutzen:

@e
5
g
@a

@
=@&®

Das ist genau das, was wir zeigen wollten. O

Man kann noch weitere Sitze beweisen. Zum Beispiel stimmt es, dass die doppelte Anwendung des
Neg-o-Maten wieder das Ursprungsgeschenk liefert und dass der Neg-o-Mat ein o-Geschenk unangetastet
lisst, das heiRt (ey=o.

Das obige Axiomensystem taucht tatsdchlich in der Mathematik auf, nur dass man statt Geschenken die
ganzen Zahlen nimmt. Wenn wir ndmlich fiir den Add-o-Maten x + y statt , fiir den Mul-o-Maten x - y

statt @ und fiir den Neg-o-Maten —x statt @ schreiben und fiir x und y ganze Zahlen statt Geschenken
einsetzen, dann werden die vier Axiome zu ganz einfachen Rechenregeln fiir die ganzen Zahlen: (1) ist das
Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz fiir die Addition, (2) ist x + 0 = x fiir alle ganzen Zahlen x (wir
setzen dabei 0 = ), (3) ist x + (—x) = 0 fiir alle ganzen Zahlen x und (4) ist das Distributivgesetz.

Der Satz, den wir oben bewiesen haben, ist die Aussage, dass x-0 = 0 fiir alle ganzen Zahlen x gilt. Diese
Rechenregel kann man also rein logisch aus den Axiomen (1) bis (4) folgern, ohne iiberhaupt zu wissen, dass
man iiber die ganzen Zahlen redet! Die Regel gilt also fiir jedes System, das man sich iiberlegt und das die
Eigenschaften (1) bis (4) hat: fiir die Weihnachtsgeschenke, fiir die ganzen Zahlen, und fiir viele weiterel”.

16 pje Markierungen iiber den Gleichheitszeichen zeigen jeweils, welches Axiom wir verwendet haben.
17 Als kleiner Ausblick: Ein System, das die Eigenschaften (1) bis (4) und und noch zwei bestimmte zusétzliche Eigenschaften erfiillt,
werden wir spéter ,Ring“ nennen.
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4 Zahlenfolgen

Zahlenfolgen, also zum Beispiel 2,4, 6,8, 10,..., tauchen an vielen Stellen in der Mathematik auf und bieten
ein grundlegendes Beispiel fiir eine mathematische Kerndisziplin: die Mustererkennung. Zusammen mit
dem Begriff der sogenannten Konvergenz dienen Zahlenfolgen zudem als Basis fiir die Analysis, ein Teilge-
biet der Mathematik.

Wir werden uns verschiedene Zahlenfolgen ansehen und sie untersuchen. Eine ganz zentrale Frage wird
dabei sein, auf welche Arten man eine gegebene Folge von Zahlen definieren kann, und wie man zwischen
diesen Arten hin- und herwechselt.

4.1 Definition und Beispiele

Was eine Zahlenfolge ist, ist wahrscheinlich jedem klar. Wir definieren sie trotzdem prizise:

Definition 4.1. Eine Zahlenfolge (a,) ordnet jeder natiirlichen Zahl n = 1 (bzw. n = 0) eine Zahl'® a,, zu
(d.h. a,, ist die Zahl, die an der n-ten Stelle in der Folge steht). Haufig notiert man das auch als

(ap) = a1, az, a3, as, ...
Das n-te Element der Folge (a,), also die Zahl a,, nennen wir auch n-tes Folgenglied.

Es folgen mehrere Beispiele:

Beispiel 4.2. a) Wir beginnen mit der sehr einfachen Folge
(ap)=1,1,1,1,1,1,...

Man erkennt sofort das Muster: diese Folge (a,) ordnet jedem 7 die Zahl 1 zu, d.h. alle Folgenglieder
sind 1. Mathematisch korrekt konnen wir das beschreiben durch

a,=1 firallen=1.

Diese mathematische Regel definiert ganz eindeutig, wie unsere Folge (a,) aussieht. Im Gegensatz dazu
sagt uns die Vorschrift (a,) =1,1,1,... nicht genau, wie (a,) definiert ist. Zum Beispiel konnte die Regel
von (a,) ja auch sein, dass erst einhundert Einsen und danach nur noch Zweien kommen.

b) Betrachten wir eine etwas kompliziertere Folge:
(bp)=-1,1,-1,1,-1,1,...

Auch hier erkennt man sehr schnell ein Muster: die Folge besteht immer abwechselnd aus 1 und —1.
Damit erhalten wir also folgende Regel:

by =

1, wenn n gerade,
{ g fiir alle n > 1.

-1, wenn n ungerade,

Alternativ kann man die Folge auch beschreiben, indem man sagt, dass jedes zweite mal +2 und jedes
andere mal —2 gerechnet wird, um zum néichsten Folgenglied zu kommen. Das fiihrt zu folgender Idee:

2, wenn n gerade,

bn+1 =bn+{ fiir alle n > 1.

—2, wenn n ungerade,

Diese Regel sagt aus, dass man das (n + 1)-te Folgenglied von (b;) berechnet, indem man zum n-ten
Folgenglied (also dem davor) entweder 2 oder —2 addiert, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist.

Aber Vorsicht! Die Regel beschreibt die Folge (by,) nicht auf eindeutige Weise. Zum Beispiel erfiillt auch
die folgende Folge (b,,) unsere Regel:

(b,)=0,2,0,2,0,2,0,...

18)Mit ,Zahl“ meinen wir meistens ganze Zahlen, wir wollen aber auch rationale Zahlen erlauben.

31



Das Problem mit der Regel ist, dass sie uns nicht verridt, womit die Folge anfingt. Um nimlich b; zu
berechnen, miissten wir by kennen, doch das gibt es gar nicht. Um die Regel vollstindig zu machen,
miissen wir also zusitzlich angeben, was b ist. Das fiihrt zu der folgenden vollstdndigen Regel:

2, wenn n gerade,

bni1 =bn+{ fiirallen=1,

—2, wenn n ungerade,

b =-1.

Nun ist die Folge (b,,) eindeutig definiert.
Es gibt sogar noch eine dritte Moglichkeit, (b,) zu beschreiben, ndmlich durch die Regel

b,=(=1" firalen=1.

c) Als drittes Beispiel betrachten wir die Folge

d)

e)

f)

(cn) =5,8,11,14,17,20,23,...

Man erkennt ziemlich schnell, dass der Abstand zwischen zwei Folgengliedern immer 3 ist. Das heif3t, die
Folge (c;,) wird beschrieben durch die Regel, dass das (n + 1)-te Folgenglied aus dem n-ten Folgenglied
entsteht, indem man 3 dazu addiert. Formal aufgeschrieben ergibt das:

Che1=Cn+3 firallen=>1,

(2125.

Ganz wichtig ist auch hier (wie im vorigen Beispiel), dass man sagt, womit die Folge anfingt, das heil3t,
dass man c; definiert.

Nun betrachten wir
(dp)=9,1,-7,-15,-23,...
Diese Folge hat das gleiche Muster wie (c;;), nur mit —8 statt +3. Somit erhalten wir die Regel

dpi1=d,—8 firallen=>1,
dy =9.

Die Folgen (c,) und (d,) haben die Eigenschaft, dass der Abstand von aufeinanderfolgenden Gliedern
immer gleich ist. Eine solche Folge nennen wir arithmetische Folge. Neben (c,) und (d,) ist auch die
Folge (a;) (aus Beispiel a)) eine arithmetische Folge (der Abstand ist immer 0). Die Folge (b,) ist jedoch
nicht arithmetisch.

Sei (e,;) die Folge
(en) =5,15,45,135,405,...

Man findet schnell, dass der Quotient von zwei aufeinanderfolgenden Gliedern immer gleich 3 ist. Dar-
aus erhdlt man die Regel, dass das (7 + 1)-te Glied von (e;;) gleich dem n-ten Glied mal 3 ist, also:

ens1 =3ey, firallen=>1,

€1=5.

Eine solche Folge, bei der also der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder immer das gleiche ist,
nennen wir eine geometrische Folge. Neben (e,) sind auch (a,) und (b,) geometrische Folgen: bei (a;)
ist der Quotient immer 1 und bei (b;,) ist er immer —1.

Wir betrachten die Folge
(fn) =3,7,13,21,31,43,...

Schreibt man unter je zwei Folgenglieder die Differenz und unter die entstehende Folge wieder die Dif-
ferenzen und darunter wieder die Differenzen, so erhilt man:
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g)

h)

(fw: 3 7 13 21 31 43

(f: 4 6 8 100 12
(fi): 2 2 2 2
(N 0 0 0

Man erkennt leicht, dass die Folge in der zweiten Zeile (die wir mit (f,,) bezeichnen) eine arithmetische
Folge ist, da der Abstand immer gleich 2 ist. Es ist nicht schwer zu sehen, dass das n-te Glied dieser Folge
gleich 2(n + 1) ist. Damit erhalten wir die folgende Regel fiir (f;,):

for1=fut+2(n+1) furallen=1,

fi=3.
Tatsdchlich gibt es auch eine direkte Formel fiir (f},), ndmlich
fa=n*+n+1 firallen=1.

Es gibt eine allgemeine Methode, wie man aus obigem Diagramm mit Differenzenfolgen eine Formel fiir
die Folge (wie n? + n+ 1) herleitet. Wir werden uns diese Methode spéter ansehen.

Sei
(gn) =1,3,7,15,31,63,...

Wenn man sich die Differenzenfolge (g/,) anschaut, dann sieht man
(gr) =2,4,8,16,32,...

Das ist eine geometrische Folge und sie hat die Formel gj, = 2". Damit erhalten wir folgende Regel fiir
(gn):

gni1=8n+2" firallen=1,
g1 =1
Es gibt auch eine direkte Formel fiir (g,), ndmlich

n

gn=2"-1 fiir alle n > 1.

Wir betrachten die Folge
(FI’Z) = lr 1)2y3;5) 8y 13,21, cee

Das ist die sogenannte Fibonacci-Folge, die wir uns spédter nochmal genauer ansehen werden. Sie wird
nach folgender Regel gebildet:

Foo=F,1+F, firallen>=1,
F =1,
F=1.
Das heil3t jedes Folgenglied ist die Summe der beiden vorherigen Glieder und sie startet mit 1, 1. Wichtig

ist, dass man F; und F, angeben muss, um die Folge eindeutig zu beschreiben. Lasst man ndmlich zum
Beispiel F» = 1 weg, so wiirde auch die folgende Folge unsere Regel erfiillen:

(F,)=1,4,5,9,14,23,37, ...

Der Grund dafiir ist, dass wir in der Regel zwei vorhergehende Folgenglieder benutzen, um das nichste
Glied zu berechnen.
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4.2 Rekursive und explizite Beschreibung

Wir hatten im letzten Abschnitt viele verschiedene Folgen kennengelernt und jede Folge eindeutig durch
eine Regel beschrieben. Dabei gibt es zwei verschiedene Arten von Regeln, namlich solche, die eine For-
mel fiir das n-te Folgenglied angeben und solche, die fiir die Berechnen des n-ten Folgenglieds die Werte
der vorherigen Glieder benutzen. Diese beiden Arten von Beschreibungen werden explizit und rekursiv ge-
nannt.

Definition 4.3. Eine explizite Beschreibung einer Folge (a,) ist eine Vorschrift, mit der man das n-te Glied
a, ausrechnen kann, ohne zu wissen, wie die vorherigen Glieder von (a,) aussehen.

Eine rekursive Beschreibung einer Folge (a,,) ist eine Vorschrift, bei der man das n-te Glied a, nur mit
hilfe vorheriger Folgenglieder ausrechnen kann.

Beispiel 4.4. Explizite Beschreibungen sind zum Beispiel f;, = n> + n+1 oder e, =5-3""1.
Rekursive Beschreibungen sind dagegen f,,+1 = f, +2(n+1), fi =3 und e;+1 = 3e,, e; = 5. Beachte, dass
man bei rekursiven Beschreibungen immer auch die Anfangsglieder der Folge angeben muss.

In der Praxis ist es meistens einfacher, zu einer gegebenen Folge eine rekursive Beschreibung zu finden
(Regeln wie ,,der Abstand ist immer gleich 3“ oder ,jedes Glied ist die Summe seiner Vorgédnger* iibersetzen
sich direkt in rekursive Beschreibungen). Andererseits sind explizite Beschreibungen oftmals hilfreicher,
um mit einer Folge zu arbeiten. Zum Beispiel ldsst sich an einer expliziten Beschreibung leichter ablesen,
wie die Folge sich fiir groBe n verhélt. Man ist daher daran interessiert, aus einer rekursiven Beschreibung
eine explizite Beschreibung abzuleiten. Wie das geht, werden wir in den ndchsten Abschnitten behandeln.

Hier noch ein Beispiel zur Demonstration:

Beispiel 4.5. Die im vorigen Abschnitt vorgestellte Fibonacci-Folge (F;) hat die rekursive Beschreibung

Fpio=Fy1+F, furallen=1,
F =1,
F=1.

Es gibt aber auch eine explizite Beschreibung fiir (F,,), ndmlich

b L [[12v5)"_(1=v5
sl 2 ) | 2

Dabei ist v/5 eine Zahl, deren Quadrat gleich 5 ist'®.

n
) ) fiir alle n > 1.

4.3 Arithmetische und geometrische Folgen

In diesem Abschnitt werfen wir einen genaueren Blick auf die arithmetischen und geometrischen Folgen.
Zur Erinnerung: eine Zahlenfolge heif3t arithmetische Folge, wenn der Abstand (also die Differenz) zweier
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Sie heilt geometrische Folge, wenn der Quotient konstant ist.
Es interessiert uns vor allem, eine explizite Beschreibung fiir derartige Folgen zu finden.

Wir beginnen mit zwei Beispelen fiir arithmetische Folgen:

Beispiel 4.6. a) Wir betrachten die arithmetische Folge
(an) =4,7,10,13,16,19,...

In dieser Folge ist der Abstand zweier aufeinanderfolgender Glieder immer gleich 3. Was ist die Formel
fiir das n-te Glied a;?

Wir benutzen den konstanten Abstand und sehen:

ap=ap-1+3=(ap—2+3)+3=(ay-3+3)+3+3=--=a1; +3+3+3+---+3 =
—_— —
(n-1) mal

=q+(n-1)-3=4+n-1-3=4+3n-3=1+3n.
Eine explizite Beschreibung fiir (a,,) ist also
a,=1+3n fiir alle n>1.

Zum Beispiel ist a5 = 1 +3-5 = 16, wie oben zu sehen.

19Dass eine solche Zahl existiert — und wie sie aussieht —, werden wir spter im Kurs behandeln.
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b) Sei
(byp) =25,17,9,1,-7,-15,...
Ahnlich wie im vorigen Beispiel sehen wir
b,=bp-1-8=--=b—(n—-1)8=25-8n+8=33-8n.
Eine explizite Beschreibung fiir (b,,) ist also
b,=33-8n fiir alle n > 1.

Die beiden Beispiel zeigen, dass wir zu jeder arithmetischen Folge eine explizite Beschreibung finden
konnen, dhnlich wie in den Beispielen durchgefiihrt. Wir fassen diese Erkenntnis in folgendem Satz zusam-
men:

Satz 4.7. Sei (a,) eine arithmetische Folge und sei d der konstante Abstand zweier aufeinanderfolgender
Glieder in (ay). Dann hat (a;) die folgende explizite Beschreibung:

ap=a+mn-1)-d=(a;—-d)+n-d fiirallen = 1.

Wenn wir in der Folge aus dem Satz zusétzlich ap = a; — d definieren, dann vereinfacht sich die Formel
zZu

ap,=ap+n-d fiiralle n>1.
Es ist also bei der Betrachtung arithmetischer Folgen sinnvoll, die Folge bei n = 0 starten zu lassen.
Kommen wir nun zu geometrischen Folgen:
Beispiel 4.8. Wir betrachten die geometrische Folge
(ap) =6,12,24,48,94, ...

Der Quotient von zwei aufeinanderfolgenden Gliedern ist immer 2. Das kénnen wir benutzen, um eine
Formel fiir a;, zu finden:

An=an1-2=(Anp-2)-2==a-2-2-2-...-2=6-2""1
(n—1) mal

Wir erhalten also die explizite Beschreibung
a,=6-2""1 firallen=1.

Ahnlich wie bei den arithmetischen Folgen kénnen wir also auch bei geometrischen Folgen immer eine
explizite Beschreibung finden. Das fiihrt zu folgendem Satz:

Satz 4.9. Sei(a,) eine geometrische Folge, wobei q der konstante Quotient zweier aufeinanderfolgender Glie-
derin (ay) ist. Dann hat (a,) die folgende explizite Beschreibung:

ap=a;-q"'  firallen=1.

4.4 Die Gaulsche Summenformel und Differenzenfolgen

In den folgenden Abschnitten wenden wir uns weiteren Folgen zu und versuchen jeweils explizite Beschrei-
bungen zu finden. Dabei interessieren uns Folgen wie in Beispiel 4.2.f, deren Differenzenfolgen irgendwann
konstant 0 werden. Die dafiir notwendigen Grundlagen erarbeiten wir uns in diesem und dem nichsten Ab-
schnitt.

Eine sehr wichtige Formel ist die sogenannte Gauf3sche Summenformel. Der grole Mathematiker Carl
Friedrich Gaul soll sie bereits als Schiiler gefunden haben, als sein Mathematiklehrer der Klasse die fol-
gende Aufgabe zur Beschiftigung gab: ,Was ist die Summe der Zahlen von 1 bis 10002“ Der Lehrer muss
ziemlich tiberrascht gewesen sein, als der junge Gaul sich nach kurzer Zeit meldete und die richtige Ant-
wort sagte: ,Das Ergebnis ist 500500.“

Er benutzte folgenden Trick: Um die Summe 1+2+3 +---4+999 + 1000 zu berechnen, kénnen wir die
Zahlen zu Paaren zusammenfassen, deren Summe jeweils 1001 ist, ndmlich 1+ 1000, 2 + 999, 3 + 998, 4 + 997
und so weiter. Es gibt 500 solche Paare, das hei3t die gesamte Summe ist gleich 500 mal 1001, das Ergebnis
ist also 500-1001 = 500500.

Diese Methode lésst sich natiirlich verallgemeinern:
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Satz 4.10. Fiir die Summe1+2+---+ n der ersten n natiirlichen Zahlen (wobei n eine natiirliche Zahl gréfser
oder gleich 1 ist) gilt:

_n(n+1)
==

14243+--+n

Beweis. Wir fassen die Summanden zu Paaren zusammen, deren Summe jeweils gleich n + 1 ist, ndmlich
1+n,2+(n-1),3+(n—2) und so weiter. Wenn n gerade ist, dann gibt es genau % solcher Paare, das heift die

Summe ist gleich 5 - (n+1) = @ Wenn n ungerade ist, dann gibt es ”T*I solche Paare und zusétzlich die

Zahl in der Mitte, namlich ”T“ Die Summe ist also gleich ”T_l (n+1)+ "T“ = w, wie zu zeigen war.  [J

Diese Summenformel hat eine Anwendung fiir Zahlenfolgen. Zunéchst einmal kann man natiirlich die
Folge (D) mit

_ nn+1)

Dp=1+2+3+---+n 5

betrachten. Das ist die Folge
(Dp) =1,3,6,10,15,21,28,36,45,55,...

Diese Folge taucht auf natiirliche Weise auf, wenn wir versuchen, aus Differenzenfolgen eine explizite Be-
schreibung einer Folge abzuleiten.

Definition 4.11. Sei (a,) eine Zahlenfolge, die bei n = 0 startet. Dann ist die Differenzenfolge von (a,) die
Folge (a),), definiert durch

a,=ap1—a, firalle n>0.
Beispiel 4.12. Fiir die oben definierte Folge (D) erhalten wir folgende Differenzenfolgen:

(Dp): 0 1 3 6 10 15 21

(D): 1 2 3 4 5 6
(D): 1 1 1 1 1
(D): 0 0 0 0

Uns interessiert im Folgenden, wie wir eine explizite Beschreibung fiir (a,) finden kdnnen, wenn die
Differenzenfolgen von (a,) irgendwann konstant 0 werden (bei (D,,) ist dies bei der dritten Differenzenfol-
ge der Fall, wie voriges Beispiel zeigt). Bevor wir uns einer allgemeinen Losung zuwenden, betrachten wir
zunichst ein paar Beispiele:

Beispiel 4.13. a) Was ist, wenn die erste Differenzenfolge von (a,) konstant 0 ist? Dann ist der Abstand
zweier Glieder von (a,) immer 0, das heil3t (a,) ist konstant. Zum Beispiel:

(ap): 3 3 3 3 3 3 3
(a)): 0 0 0 0 0 0

Insbesondere haben wir eine explizite Beschreibung fiir (a,), ndmlich a, = c, wobei c die konstante Zahl
ist.

b) Was ist, wenn die zweite Differenzenfolge von (a,,) konstant 0 ist? Dann ist die erste Differenzenfolge von
(a,) konstant 0, das heift (a},) ist konstant, nach vorigem Beispiel. Das bedeutet aber, dass der Abstand
zweier aufeinanderfolgender Glieder von (a;,) konstant, also immer gleich ist. Zum Beispiel:

(an): 1 4 7 10 13 16 19
(a),): 3 3 3 3 3 3
(a)): 0 0 0 0 0

Somit ist (a,) eine arithmetische Folge und wir konnen eine explizite Beschreibung von (a,,) finden, wie
in vorigem Abschnitt gezeigt.
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¢) Was ist, wenn die dritte Differenzenfolge von (a,) konstant 0 ist? Dann ist die zweite Differenzenfolge
von (a),) konstant, das heift (a},) ist eine arithmetische Folge. Dieser Fall ist schon deutlich schwieriger
als der vorige, aber wir konnen die Gaullsche Summenformel benutzen, um eine Formel fiir (a,) zu
finden. Nehmen wir zum Beispiel an, dass a), = 3 fiir alle n = 0 und dass ag = 0. Dann ist

a1 =ap+ay=0+0=0-3,

a=ay+ay=0+1-3=1-3,

as=ax+ay,=3+2-3=3-3,

as=as+ay=3-3+3-3=6-3,

as=as+ay,=6-3+4-3=10-3.
Die unterstrichenen Zahlen sind uns schon einmal begegnet. Das ist die Folge (D;,). Fiir diese Folge ken-
nen wir schon eine Formel, ndmlich D,, = @ Diese Formel k6nnen wir benutzen, um eine Formel
fiir (a,) aufzuschreiben:

m-1Dn-1+1) 3= 3n(n-1)
2 T2

fiir alle n = 0.

an = Dn—l ‘3=
Zur Veranschaulichung:

(an): 0 0 3 9 18 30 45

(a),): 0 3 6 9 12 15
(ay): 3 3 3 3 3
(@n: 0 0 0 0

4.5 Das Pascalsche Dreieck

Im vorigen Abschnitt haben wir es geschafft, eine explizite Beschreibung fiir eine Folge zu finden, wenn
deren dritte Differenzenfolge konstant 0 ist. Unsere Kenntnisse reichen jedoch noch nicht aus, um auch
explizite Beschreibungen zu finden, wenn erst die vierte oder fiinfte Differenzenfolge 0 wird. Um das zu
schaffen, brauchen wir ein weiteres Hilfsmittel: das Pascalsche Dreieck. Dieses istin Abbildung 4.2 zu sehen.

Abbildung 4.2: Das Pascalsche Dreieck.

Man konstruiert das Dreieck, indem man je zwei nebeneinanderstehende Zahlen addiert und das Er-
gebnis in die Mitte unter den beiden Zahlen schreibt (am Rand stehen immer Einsen). Die in dem Dreieck
auftauchenden Zahlen sind sehr wichtig, deshalb geben wir ihnen einen eigenen Namen:

Definition 4.14. Die Zahlen im Pascalschen Dreieck heillen Binomialkoeffizienten. Die k-te Zahl in der
n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks (dabei zdhlen wir n und k beginnend bei 0) bezeichnen wir mit (Z),
gesprochen , n tiber k“.

Beispiel 4.15. a) Man kann direkt ablesen, dass (?) =2 (denn an Stelle 1 in Zeile 2 steht eine 2), (g) =10
(denn an Stelle 3 in Zeile 5 steht eine 10), (J) = 1 (denn an Stelle 0 in Zeile 3 steht eine 1) und (3) =21.

b) Fiiralle n>0ist (;) =1 und (})) = 1. Denn (i) ist die Zahl ganz links und (};) ist die Zahl ganz rechts in der
Zeile n und da steht immer eine 1.
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¢) Fiiralle n = 1ist (}) = n, denn (7) ist die Zahl an der Stelle 1 in der Zeile n (also die zweite Zahl in dieser
Zeile) und man sieht an dem Dreieck, dass dort immer 7 steht.

d) Die Folge der Zahlen (;’) ist 1,3,6,10,15,21,... Diese Folge ist uns bereits bei der Gaul$schen Summen-

formel begegnet! Wir erhalten dadurch die Formel () = 21

e) Es gibt eine allgemeine Formel, mit der man (}) berechnen kann. Zum Beispiel gilt fiir alle 7 > 0:
n| nn-1)(n-2)
3 321

Man erkennt recht schnell ein Muster, wenn man die Formeln fiir (1) und (3) folgendermaRen auf-

schreibt:

n _n(n—l)_n(n—l)
2 2 2.1

Tatsichlich stimmt es, dass man (}) berechnet, indem man n mit den k Zahlen davor multipliziert und

durch k- (k—=1)-...-1 = k! teilt.20

4.6 Eine explizite Formel mittels Binomialkoeffizienten

Wir haben nun alle Hilfsmittel parat, um eine explizite Formel fiir eine Folge zu finden, deren Differenzen-
folgen irgendwann konstant 0 werden. Wir betrachten dazu ein Beispiel:

Beispiel 4.16. Es sei (a,) die folgende Zahlenfolge:
(ap)=-1,-1,1,11,35,79,149,251,...

Wie ist diese Folge fortzusetzen?
Es ist quasi unmaoglich, durch geschicktes , Draufschauen” eine Regel fiir diese Folge zu finden. Daher
sehen wir uns deren Differenzenfolgen an:

(@ap): -1 -1 1 11 35 79 149 251
(a)): 0 2 10 24 44 70 102
(a)): 2 8 14 20 26 32

(ay): 6 6 6 6 6

(ay: 0 0 0 0

Wir sehen, dass die vierte Differenzenfolge, also (a!)") konstant 0 ist. Um daraus eine Formel fiir (a,) ab-
zuleiten, betrachten wir die erste Zahl in der Folge und in den Differenzenfolgen, also die Zahlen -1, 0,2, 6.
Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass unsere Ausgangsfolge (a,) so gewdhlt war, dass die ersten Zahlen
in den Differenzenfolgen und der Folge selbst 0,0, 0, 6 statt —1,0, 2,6 sind. Aus dieser Information (und der
Tatsache, dass die vierte Differenzenfolge konstant 0 ist) konnen wir schrittweise rekonstruieren, wie unsere
neue Ausgangsfolge (b,;) dann aussehen wiirde:

(by): 0 0 0 6 24 60 120 210

(b)): 0 0 6 18 36 60 90
(by): 0 6 12 18 24 30
h: 6 6 6 6 6

(b 0 0 0 0

Auffillig ist, dass alle Zahlen durch 6 teilbar sind. Wir teilen also durch 6 und nennen diese neue Folge
(¢,,). Dann erhalten wir:

20wir werden uns spiter (beim Thema Kombinatorik) damit beschiftigen, woher diese Formel kommt.
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(cn): 0 0 0 1 4 10 20 35

(ch): 0 0 1 3 6 100 15
(en: 0 1 2 3 4 5
((AOF 1 1 1 1 1

ey 0 0 0 0

Das markierte Dreieck ist genau das Pascalsche Dreieck (um 90° gedreht), wie in Abbildung 4.2 zu sehen!
Das ist auch nicht tiberraschend, denn wenn man genauer dariiber nachdenkt, dann merkt man, dass die
Zahlen in den Differenzenfolgen genauso gebildet werden wie im Pascalschen Dreieck: jede Zahl ist die
Summe der Zahlen links und schrég links unten.

Diese Feststellung fiihrt automatisch zu einer Formel fiir (c,), namlich ¢, = (3) fiir alle n = 0 (dabei
setzen wir (3) := 0, wenn 7 < 3), denn die Glieder in (c,,) bilden gerade das dritte Element in jeder Zeile des
Pascalschen Dreiecks und (g’) ist per Definition das dritte Element in der Zeile n.

Daraus erhalten wir auch sofort die Formel b, = 6- ¢, = 6 - (3) fiir alle n = 0. Wir sind der gesuchten
Formel fiir (a;) also einen groflen Schritt ndher gekommen!

Wir wenden die gleiche Methode wie oben erneut an, doch diesmal betrachten wir den Fall, dass die
Anfangsglieder der Differenzenfolgen die Zahlen 0,0, 2,0 sind. Wir nennen (d;,) die dadurch erzeugte Aus-
gangsfolge und erhalten:

(dn): 0 0 2 6 12 20 30 42

(d),): 0 2 4 6 8 10 12
(dn: 2 2 2 2 2 2
dmn: 0 0 0 0 0

@anm: 0 0 0 0

Analog wie bei der Folge (b,,) erhalten wir ein Pascalsches Dreieck, nur dass alle Zahlen mit einer Kon-
stante (in diesem Fall 2) multipliziert sind. Genauso wie bei (b;) erhalten wir dadurch eine Formel, ndmlich
dy =2-(3) fiir alle n > 0.

Was ist nun, wenn die Anfangsglieder der Differenzenfolgen 0, 0,2, 6 sind, wenn wir also die obigen Bei-
spiele kombinieren? Die so entstehende Folge (e;) hat folgende Darstellung:

(en): 0 0 2 12 36 80 150 252

(e,): 0 2 6 12 20 30 42
(en: 2 8 14 20 26 32
(ey): 6 6 6 6 6

(en: 0 0 0 0

Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass die Folge (e;) einfach nur die Summe aus (b,) und (d,,) ist:

(en): (0+0) (0+0) 0+2) (6+6) (24+12) (60+20) (120+30) (210+42)
(e,): 0+0) (0+2) (2+4) (6+6) (12+8) (20+10) (30+12)

(en): (2+0) (2+6) (2+12) (2+18) (2+24) (2+30)

(ey): (0+6) (0+6) (0+6) (0+6) (0+6)

(ey: (0+0) (0+0) (0+0) (0+0)

Damit erhalten wir also die Formel
en = dp+ by :2-(Z)+6-(Z) fiir alle > 0.

Um aus (e,) eine Formel fiir (a,) zu gewinnen, miissen wir nur noch dafiir sorgen, dass die Folge mit —1
statt 0 beginnt. Wir addieren also noch —1 zu e, oder, um es besser auszudriicken, wir addieren (-1) - (8),
denn ({) = 1 fiir alle #. Damit erhalten wir:

- Mren= 1| +2:|" ] +6-["| firallenzo0
a, = ol ten= 0 ) 3 iir alle n = 0.
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Tatsdchlich priift man leicht nach, dass diese Formel fiir alle gegebenen Glieder von (a,) stimmt. Mit der
Formel wissen wir aber auch, wie (a,) weitergeht! Zum Beispiel konnen wir das néchste Glied, also ag,
berechnen:

8 8 8
ag=(-1)- +2- +6- =-1+2-28+6-56=391.
0 2 3

Anstatt die Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck einzusetzen, konnen wir auch die im vorigen Ab-
schnitt vorgestellten Formeln fiir die Binomialkoeffizienten benutzen. Nach ein wenig Umformen erhalten
wir daraus die etwas einfachere Formel

an:n3—2n2+n—1 firalle n=0.
Wir kénnen die folgende Regel ableiten:

Satz 4.17. Sei (a,) eine Folge derart, dass die k-te Differenzenfolge von (a,) konstant 0 ist. Seien ferner
bo, by, ..., bx_ die Anfangsglieder der Differenzenfolgen (das heifst by = ao, b1 = a und so weiter). Dann
gilt:

an:bo-(g)+b1-(’f)+bg-(;l)+---+bk1-(]:1) fiir alle n = 0.

Zum besseren Verstdndnis dieser Regel und um ihre Machtigkeit zu zeigen, schauen wir uns abschlie-
Rend ein paar weitere Beispiele an:

Beispiel 4.18. a) Wir betrachten die Folge
(an) =4,7,10,13,16,19,22,...

Die Differenzenfolgen sind:

(an): 4 7 10 13 16 19 22
(a),): 3 3 3 3 3 3
(a)): 0 0 0 0 0

Die unterstrichenen Zahlen k6nnen wir verwenden, um eine Formel fiir a,, aufzuschreiben:

n n
anzi-(0)+§-(l):4+3n furalle n=0.

b) Wirkénnen mit unserer Regel sogar die GauBsche Summenformel beweisen. Sei dazu D,, die Summe der
ersten n Zahlen (wie oben). Um nun eine Formel fiir D, zu finden, schreiben wir die Differenzenfolgen
auf:

(Dp): 0 0 1 3 6 10 15

(D)): 1 1 2 3 4 5
(Dy: 1 1 1 1 1
(D: 0 0 0 0

Daraus erhalten wir sofort:

-1 1
D,=0- " +1- " +1- " =n+n(n ):n(n+ ) fiir alle n = 0.
o) —\1] —\2 2 2

Auf die gleiche Weise kdnnen wir Formeln fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen oder die Summe
der ersten n Kubikzahlen finden!
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4.7 Konvergenz

Zum Abschluss des Themas ,Zahlenfolgen“ schauen wir uns einen weiteren sehr wichtigen Begriff an: die
sogenannte , Konvergenz“. Grob gesagt interessiert man sich dafiir, wie sich eine Zahlenfolge verhilt, wenn
man n immer gréfer werden lasst, das heilst wie die Zahlenfolge ,im Unendlichen“ aussieht. Besonders
interessant ist dabei der Fall, dass die Folge sich einer bestimmten Zahl beliebig nah anndhert. Daher die
folgende Definition:

Definition 4.19. Eine Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen eine Zahl a, wenn fiir geniigend groRe n alle Glie-
der a, beliebig nach an a sind.

Zur Verdeutlichung betrachten wir ein paar grundlegende Beispiele:

Beispiel 4.20. a) Die Folge 1,1,1,... konvergiert gegen die Zahl 1, denn alle Glieder dieser Folge sind gleich
1 und damit beliebig nah an 1.

b) Die Folge 1,-1,1,—1,... konvergiert nicht. Denn egal wie gro§ man n wéhlt, die Glieder dieser Folge
springen immer um 2 hin und her und néhern sich somit keiner bestimmten Zahl an. Trotzdem sind
die Zahlen 1 und -1 fiir diese Folge besonders, da unendlich viele Folgenglieder beliebig nah an diesen
beiden Zahlen liegen. Man sagt daher, dass 1 und —1 Haufungspunkte der Folge sind.

c) Die Folge 1, %, %, %, ... konvergiert gegen die Zahl 0, denn fiir sehr groe 7 ist % beliebig nah an der 0.
Warum ist der Konvergenzbegriff so wichtig? Um das zu verstehen ist weitaus mehr Hintergrundwissen

notwendig (die gesamte sogenannte Analysis beruht auf der Konvergenz von Folgen), aber wir konnen uns

eine einfache Anwendung ansehen: die Erzeugung von neuen Zahlen.

Wir mochten im Folgenden eine Zahl finden, deren Quadrat gleich 5 ist. Eine solche Zahl nennen wir die
Wurzel aus 5 und schreiben auch /5 dafiir. Man kann zeigen, dass es keine Zahl in Q (also keine Bruchzahl)
gibt, deren Quadrat 5 ist, das heiRt unsere Zahl v/5 existiert eigentlich gar nicht — in den uns bekannten
Zahlen. Wir kénnen aber eine Folge konstruieren, die sich der gesuchten Zahl v/5 beliebig nah annzhert:

* Esgilt 22 < 5 < 32, also muss v/5 zwischen 2 und 3 liegen, hat also die Form 2,.....
* Esgilt 2,22 <5< 2,3, also muss v/5 zwischen 2,2 und 2,3 liegen, das heifit v5=2,2....
* So fortsetzend sehen wir, dass die gesuchte Zahl die Form 2,236067977... haben muss.

Wir definieren nun die Folge (a;) durch a; =2, a; = 2,2, as = 2,23 und so weiter. Man sieht sofort, dass die
Glieder von (a,) mit wachsendem n immer ndher zusammenriicken, sich also immer weniger &ndern. Die
Folge (a,) miisste also eigentlich konvergieren. Und tatsdchlich kann man einfach so tun als wiirde (a;)
konvergieren. Der Grenzwert ist dann unsere gesuchte Zahl!

Fiihrt man dieses Verfahren mit allen Zahlenfolgen durch, die eigentlich konvergieren sollten, dann
erhdlt man eine grole Menge neuer Zahlen. Diese Zahlen werden reelle Zahlen genannt und die Menge
der reellen Zahlen mit R bezeichnet. Die reellen Zahlen werden uns spéter immer wieder begegnen.
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5 Geometrie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Geometrie, wie sie in der Olympiade-Mathematik angewendet
wird. Wir wiederholen zunéchst ein paar sehr wichtige Sitze iiber Dreiecke und widmen uns anschliefend
Kreisen und Vierecken. AbschlieBend gibt es einen kleinen Ausblick darauf, welche Rolle Geometrie in der
Mathematik spielt und welche Arten von Geometrien es gibt.

5.1 Elementare Sitze iiber Winkel und Dreiecke

Geraden und Dreiecke gehoren zu den einfachsten geometrischen Figuren. Sie zu verstehen ist der erste
wichtige Schritt, um ein erfolgreicher Geometer zu werden. Ein paar sehr fundamentale Aussagen fassen
die folgenden Satze zusammen.

Satz 5.1. Es gelten die folgenden drei Aussagen:

(a) Schneiden sich zwei Geraden, so gilt fiir die dabei entstehenden Winkel: Gegeniiberliegende Winkel sind
gleich grofs (Scheitelwinkel) und aneinanderliegende Winkel ergdnzen sich zu 180° (Nebenwinkel). Das
heifst in der Abbildung 5.3 gilta =y, =6 unda+f=p+y=y+5=0+a =180°.

Abbildung 5.3: Schnittwinkel an einer Geraden.

(b) Die Summe der Innenwinkel in einem Dreieck ist immer gleich 180° (Innenwinkelsummensatz).
(c) In einem Dreieck liegt die lingste Seite stets dem grofsten Innenwinkel gegeniiber.
Satz 5.2. Zwei Dreiecke sind kongruent*', wenn sie in einer der folgenden Wertemengen iibereinstimmen:
(sss) Alle drei Seiten.
(wsw) Eine Seite a und die beiden angrenzenden Winkel p undy.
(sws) Ein Winkel a und die beiden angrenzenden Seiten b und c.
(Ssw) Zwei Seiten a und b (mit a ldnger als b) und der der ldngeren Seite gegentiberliegende Winkel «.

In den folgenden Abschnitten werden wir sehr hdufig gleichschenkligen Dreiecken begegnen, also Drei-
ecken mit zwei gleichlangen Seiten. Dafiir ist der folgende Satz sehr niitzlich:

Satz 5.3 (Basiswinkelsatz). Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn es zwei gleichgrofse Innenwin-
kel hat. In diesem Fall liegen die gleichlangen Seiten den gleichgrofsen Winkeln gegeniiber.

Beweis. Wir haben zwei Aussagen zu beweisen:

a) Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann hat es zwei gleichgrofle Innenwinkel, und zwar die den
gleichlangen Seiten gegeniiberliegenden Winkel.

b) Wenn ein Dreieck zwei gleichgroRe Winkel hat, dann ist es gleichschenklig und die gleichlangen Seiten
sind die den gleichgroen Winkeln gegeniiberliegnden Seiten.

Wir beweisen nur den Teil a), der Teil b) geht sehr dhnlich.
Sei AABC ein gleichschenkliges Dreieck mit der iiblichen Bezeichnung fiir Seiten und Winkel*? und
seien a und b die gleichlangen Seiten (siehe Abbildung 5.4).

21 7wei Figuren heiRen kongruent zueinander, wenn sie durch Drehen, Schieben und Spiegeln aufeinander abgebildet werden kin-
nen. Zwei kongruente Dreiecke stimmen zum Beispiel in allen drei Seitenldngen und in allen drei InnenwinkelgréRen tiberein.
22Das heift a ist die Seite, die dem Punkt A gegeniiberliegt und « ist der Innenwinkel bei A. Analog fiir b, c, 8, 7.
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Abbildung 5.4: Darstellung zum Beweis von Satz 5.3.

Wir zeichnen die Héhe & von C auf die Seite ¢ ein und nennen den Hohenfulpunkt D. Dann stimmen
die beiden Dreiecke AADC und ACDB in dem Winkel?®* /CDA = ZBDC = 90° und in den Seiten h (fiir
beide Dreiecke) und a = b tiberein. Da a bzw. b nach Satz 5.1c die ldngste Seite in AADC bzw. ACDB
ist (denn ein 90°-Winkel ist nach dem Innenwinkelsummensatz immer der gréfite Innenwinkel in einem
Dreieck), konnen wir den Kongruenzsatz Ssw anwenden und erhalten, dass die Dreiecke AADCund ACDB
kongruent sind. Folglich sind auch ihre Innenwinkel gleich, das heil3t @ = 8, wie zu zeigen war. O

Geometrie lernt man am besten durch das Losen von Aufgaben. Es folgen also zwei Beispielaufgaben
aus der Mathematik-Olympiade:

Aufgabe 5.4 (aus MO 500724). Gegeben sei ein Dreieck A ABC (mit den tiblichen Bezeichnungen fiir Seiten
und Winkel) mit rechtem Winkel y = 90° und mit dem Innenwinkel a = 60°. Sei D der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden von ZBAC mit der Seite a und sei E der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von
Z/ ADB mit der Seite c. Ferner sei AB doppelt so lang wie AC.

a) Beweise, dass das Dreieck A ABD gleichschenklig ist.
b) Beweise, dass das Dreieck A AEC gleichseitig ist.
Losung. Abbildung 5.5 zeigt eine Zeichnung zu der Aufgabe.

Cc

A -

Abbildung 5.5: Zeichnung zu Aufgabe 5.4.

a) Nach Satz 5.3 geniigt es zu zeigen, dass das Dreieck A ABD zwei gleichgrof3e Innenwinkel hat. Wir zeigen
daher im folgenden, dass Z/BAD = ZDBA, indem wir diese beiden Winkel ausrechnen.

Wir wissen, dass @ = 60° und dass AD eine Winkelhalbierende von « ist. Folglich ist /ZBAD = % =30°.
Mit dem Innenwinkelsummensatz in A ABC erhalten wir /ZDBA = §=180° —90° — a = 30°.
Da beiden berechneten Winkel die gleiche Grof3e (namlich 30°) haben, ist die Aussage bewiesen.

b) Wir wissen bereits, dass das Dreieck A AEC einen 60°-Winkel hat, ndmlich «. Um zu zeigen,ﬁlss AAEC
gleichseitig ist, geniigt es daher zu zeigen, dass die beiden angrenzenden Schenkel, also AE und AC,
gleich lang sind, denn dann sind die anderen beiden Innenwinkel gleich grof, also ebenfalls 60°, woraus
die Gleichseitigkeit folgt.

Wegen ‘E’ =2 )E| (nach Voraussetzung) verbleibt es zu zeigen, dass )E’ = |ﬁ), denn daraus folgt,

dass AC und AE die gleiche Linge haben. Dazu betrachten wir die Dreiecke A AED und ABDE. Diese
beiden Dreiecke sind kongruent, denn sie stimmen in den Innenwinkeln und in der Seite DE {iberein.
Daraus folgt aber bereits die Behauptung.

2B7ur Winkelbezeichnung: Sind X, Y und Z Punkte, so meinen wir mit /XY Z den Winkel bei Y, der von den Strecken YXundYZ
eingegrenzt wird.
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Aufgabe 5.5 (aus MO 480813). Gegeben sei ein Dreieck A ABC und die folgendermaRen definierten Punkte
D, E, F: D ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden bei A mit der Seite BC. E liegt auf der Verlingerung
der Seite AB iiber B hinaus derart, dass BD und BE gleich lang sind. F liegt auf der Seite AC derart, dass
CD und CF die gleiche Linge haben.

Beweise, dass dann die Dreiecke A AED und AADF in der GroRe ihrer Innenwinkel iibereinstimmen.?*

Losung. Abbildung 5.6 zeigt eine Zeichnung zu der Aufgabe. Es ist zu zeigen, dass die gleich markier-
ten Winkel die gleiche Grof3e haben. Wegen des Innenwinkelsummensatzes in den Dreiecken AAED und
AADF geniigt es zu zeigen, dass sogar nur zwei Arten von markierten Winkeln iibereinstimmen. Fiir die
Winkel bei A ist das trivial, da AD eine Winkelhalbierende ist. Daher reicht es zu zeigen, dass die Winkel
ZADF und ZAED gleich grof§ sind.

Abbildung 5.6: Zeichnung zu Aufgabe 5.5.

Fiir den Beweis machen wir eine Winkeljagd. Wir bezeichnen mit @, f und y die Innenwinkel von
AABC, ferner sei € der Winkel Z/DEA und 6 der Winkel ZFDA. Um nun € = § zu zeigen, berechnen wir
viele andere Winkel in der Figur:

1. Da ZEBD ein Nebenwinkel zu S ist, hat er die Gr6f3e 180° — 8. Das Dreieck ABED ist nach Vorausset-
zung gleichschenklig, somit ist /BDE = /DEB, sodass nach Innenwinkelsummensatz in diesem Drei-
eck folgt:

1 1
€=—-(180°-|ZEBDI|) = = -(180° — (180° — 8)) = E
2 2 2
2. Um den Winkel § auszurechnen, konnen wir den Nebenwinkelsatz benutzen. Es gilt ndmlich:

§=180°—-|ZCDF|-|ZADB].

3. Dadas Dreieck ACFD nach Voraussetzung gleichschenklig ist, gilt nach Innenwinkelsummen- und Ba-
siswinkelsatz:

1
|£CDF| = -(180°~7) = 90° - g

4. Nach Innenwinkelsummensatz im Dreieck A ABD gilt:

a
|£ADB|=180° - - .

5. Aus den letzten drei Schritten folgt:

§=180°—-|ZCDF|-|ZADB|

= 180"—(90"—75’)—(180"—,6—%)
=180°—90°+§—180°+ﬁ+%

_B.1 _90°
_2+2 (a+p+7y)—90

24Wenn zwei Dreiecke die gleichen Innenwinkel haben, dann nennt man sie auch dhnlich zueinander.
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Nach dem Innenwinkelsummensatz im Dreieck A ABC gilt a + f+7 = 180°. Setzt man dies in die Formel
ein, folgt 5 = 2.

Wir sehen also, dass € = g = 4. Das beweist die Behauptung.

In der letzten Aufgabe haben wir eine Technik verwendet, die haufig als ,Winkeljagd“ bezeichnet wird:
Wir haben ein paar Winkel mit Buchstaben bezeichnet und dann versucht, alle (sinnvollen) anderen Winkel
mithilfe von diesen Buchstaben auszurechnen. Dadurch konnten wir am Ende zeigen, dass die beiden ge-
suchten Winkel gleich grol8 sind. Die Winkeljagd ist eine der grundlegendsten Methoden in der Geometrie;
man kann sie immer ausprobieren, wenn einem gerade nichts anderes zu einer Aufgabe einfillt.

5.2 Kreise und Sehnenvierecke

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit zwei weiteren wichtigen geometrischen Objekten: Kreise und
Vierecke. Wie méchtig diese beiden Dinge im Zusammenspiel sind, werden wir im néchsten Abschnitt se-
hen.

Definition 5.6. Ein Kreis k ist die Menge aller Punkte, die von einem fixierten Punkt M den gleichen Abstand
r haben (siehe Abbildung 5.7). Wir nennen M den Mittelpunkt und r den Radiusvon k.
Jede Strecke AB mit Endpunkten A und B auf dem Kreis k heilt Sehne von k.

Abbildung 5.7: Ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.

Die Eigenschaft, dass alle Punkte auf einem Kreis den gleichen Abstand zu dem Mittelpunkt M haben,
erzeugt auf natiirliche Weise gleichschenklige Dreiecke, wie wir in den folgenden Anwendungen sehen wer-
den.

Eine ganz wichtige Sorte von Kreisen sind Umkreise. Wir wissen, dass jedes Dreieck einen Umkreis hat.
Wie ist es aber mit Vierecken? Es stimmt nicht, dass jedes Viereck einen Umkreis besitzt (zum Beispiel kann
man sich leicht ein Parallelogramm konstruieren, wo das nicht der Fall ist). Da Vierecke mit Umkreis eine
wichtige Rolle spielen, bekommen sie einen eigenen Namen:

Definition 5.7. Ein Viereck heilSt Sehnenviereck, wenn es einen Umbkreis besitzt, das heit wenn alle vier
Eckpunkte auf einem Kreis k liegen.?8

Es gibt eine sehr wichtige Charakterisierung von Sehnenvierecken:

Satz 5.8. Ein Viereck OABCD ist dann und nur dann ein Sehnnenviereck, wenn die gegeniiberliegenden
Winkel sich zu 180° ergdinzen. Bezeichnet man also die Innenwinkel mita, 8,y und 8, dann heifst das a +y =
180° und B+ 6 =180°.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jedes Sehnenviereck die Winkelbedingung erfiillt. Sei also DABCD ein Seh-
nenviereck mit Umkreis k, wie in Abbildung 5.8 zu sehen. Sei M der Mittelpunkt und r der Radius von k.
Zeichnet man die Verbindungsstrecken von M zu den Eckpunkten A, B, C und D des Vierecks ein, so
entstehen vier Dreiecke. Diese sind nach Definition von k alle gleichschenklig und haben somit gleichgro3e
Basiswinkel. Wir bezeichnen diese Basiswinkel wie in der Abbildung zu sehen.
Die Innenwinkelsumme im Viereck JABCD betriigt wie in jedem Viereck 360°. Es gilt also 360° = 2a’ +
28 +2y" +26', das heillt

a' +p +y' +6 =180°.

25Stattdessen kann man auch zum Beispiel & = 180° — § -y einsetzen.
26Zur Namensgebung: Wenn alle Eckpunkte auf einem Kreis liegen, dann sind alle Seiten des Vierecks Sehnen dieses Kreises.
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Abbildung 5.8: Zeichnung fiir den Beweis von Satz 5.8.

Damit folgt aber:

|/CBA|+|ZADC| = (a'+ )+ (' +6") =180°,
|£BAD|+|£DCB| = (a' +8") + (8 +7") = 180°.

Das ist die zu zeigende Behauptung.?”

Sei nun umgekehrt JABCD ein beliebiges Viereck, dessen gegeniiberliegende Innenwinkel sich zu 180°
ergdnzen. Sei k der Umkreis des Dreiecks A ABC. Es geniigt zu zeigen, dass D auf k liegt. Wenn das so ist,
dann gilt f+ 6 = 180° (mit den tiblichen Bezeichnungen fiir die Innenwinkel). Man sieht leicht, dass wenn
man D ins Innere von k bewegt, §+ 6 grofler wird (denn f dndert sich dabei nicht), und wenn man D nach
auBen bewegt, § + & kleiner wird. Somit muss D auf dem Kreis liegen.?® O

Um den Umgang mit Sehnenvierecken zu lernen, sollte man einige Aufgaben l6sen. Dazu eignen sich
zum Beispiel die folgenden beiden Aufgaben:

Aufgabe 5.9 (aus MO 510833). Sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck und H der Schnittpunkt der Hohen.
Der Punkt H werde an der Geraden AB gespiegelt und der Bildpunkt mit H' bezeichnet.
Beweise: Das Viereck JAH’BC ist ein Sehnenviereck.

Lésung. Abbildung 5.9 zeigt eine Zeichnung zu der Aufgabe. Es ist zu zeigen, dass JAH’'BC ein Sehnen-
viereck ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass sich die beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel Z/BH'A und
ZACB zu 180° ergianzen.
Wir bezeichnen die Innenwinkel des Dreiecks A ABC mit a, f und vy, wie {iblich. Dann ist | ZACB| = .
Unser Ziel wird es also sein, eine Formel fiir den Winkel /B H' A in Abhéngigkeit von «, § und y zu finden.
Da H' an AB gespiegelt wurde, ist das Viereck JAH'BH spiegelsymmetrisch an der Geraden AB, das
heift es gilt

|£BH'A|=|/AHB.

Den Winkel ZAHB kénnen wir mit der Innenwinkelsumme im Dreieck A AB H ausrechnen:
|/AHB|=180°-|/BAH|-|/HBA|.

In den rechtwinkligen Dreiecken A ABD und A ABE sieht man:

|Z/BAH| =180°—90° — f = 90° — 3,
|ZHBA| =180°—90° — a = 90° — a.

27Wir haben angenommen, dass der Punkt M im Innern von JABCD liegt. Wenn das nicht der Fall ist, kann man die Behauptung
aber auf sehr dhnliche Weise zeigen.

28Djeser Beweis ist zugegebenermafen ziemlich schwammig. Eine prizisere Formulierung sei dem Leser iiberlassen.
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Abbildung 5.9: Zeichnung zum Beweis von Aufgabe 5.9.

Setzt man das in die vorige Formel ein, so erhilt man:
|Z/AHB|=180°-(90° — B) — (90° — a)
=180°-90°+5-90°+«a
=a+p.
Es gilt also
|ZACB|+|/BH'A| =y +|/AHB| =y + (a + ) = 180°,
nach Innenwinkelsummensatz in A ABC. Das beweist die Behauptung.

Aufgabe 5.10 (aus MO 510824). Gegeben seien vier Kreise mit den Mittelpunkten A, B, C und D, die einan-
der in den Punkten P, Q, R und S beriihren, wie in Abbildung 5.10 zu sehen.

L

Abbildung 5.10: Zeichnung zu Aufgabe 5.10.

Beweise: Es gibt einen Kreis, auf dem die vier Berithrungspunkte liegen.

Losung. Es ist zu zeigen, dass das Viereck OPQRS ein Sehnenviereck ist, dass sich in diesem Viereck also
die gegentiberliegenden Innenwinkel zu 180° ergédnzen.

Nach Definition des Kreises sind die Dreiecke AAPS, ABQP, ACRQ und ADSR gleichschenklig. Wir
bezeichnen die jeweils gleichgroRen Basiswinkel mit a, 8, ¥ und 8. Mit dem Nebenwinkelsatz? erhalten

29Wir setzen hierbei (ohne Beweis) voraus, dass der Beriihrpunkt zweier Kreise immer auf der Verbindungsstrecke zwischen den
Mittelpunkten der Kreise liegt (das folgt zum Beispiel aus der Symmetrie). Somit liegt also z.B. der Punkt P auf der Strecke AB.
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wir sofort die Innenwinkel des Vierecks:

|ZQPS| =180° —a— B,
|/RQP|=180° - f—7,
|/SRQ| =180° =y -6,
|/PSR| =180° -6 — a.

Damit folgt fiir die Summe von gegeniiberliegenden Innenwinkeln:

|/QPS|+|/SRQ|=(180°—a—B)+(180°—y—-5)=360°—a—-F—y -4,
|/RQP|+|/PSR|=(180°-f—7y)+(180°-6—a) =360"—a— -y —4.

Diese beiden Summen sind also gleich groB. Addiert man beide Summen zusammen, so kommt man auf
die Summe aller Innenwinkel im Viereck OPQRS, also auf 360°. Somit miissen die beiden Einzelsummen
jeweils 180° ergeben, wie zu zeigen war.

5.3 Der Peripheriewinkelsatz

Eine der wichtigsten Anwendungen fiir Kreise und Sehnenvierecke ist der sogenannte Peripheriewinkel-
satz. Er macht eine Aussage iiber die Peripheriewinkel iiber einem Bogen. Zunichst ein paar grundlegende
Definitionen:

Definition 5.11. Sei k ein Kreis und seien A und B Punkte auf k. Der Bogen AB ist der Teil des Kreises von
k, den man erhélt, wenn man von A aus gegen den Uhrzeigersinn auf dem Kreis bis zu B geht.

Ist P ein Punkt auf k, der nicht auf dem Bogen AB liegt, dann hei3t der Innenwinkel bei P vom Dreieck
AABP Peripheriewinkel tiber AB.In Abbildung 5.11 sind also & und f Peripheriewinkel {iber dem Bogen
AB, v ist kein Peripheriewinkel iiber AB, dafiir aber iiber BA.

Hiufig sagt man auch nur Peripheriewinkel iiber der Sehne AB. Der Unterschied zur Notation mit dem
Bogen ist, dass bei der Sehne (zumindest rein formal) nicht eindeutig ist, auf welcher Seite der Sehne man
den Peripheriewinkel betrachten will. In den meisten Anwendungen ist aber klar, welche Seite gemeint sein
soll, sodass die Bezeichnung mit der Sehne zumeist ausreichend ist.

Abbildung 5.11: Abbildung zu Peripheriewinkeln. @ und f sind Peripheriewinkel tiber dem Bogen AB, v ist
ein Peripheriewinkel iiber dem Bogen B A.

Was Peripheriewinkel so interessant macht, ist der folgende Satz:

Satz 5.12 (Peripheriewinkelsatz). Sei k ein Kreis und seien A und B zwei verschiedene Punkte auf k. Dann
sind alle Peripheriewinkel iiber AB gleich grofs.
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Beweis. Betrachte die Abbildung 5.11. Dort seien P und Q zwei beliebige Punkte {iber dem Bogen AB, das
heillt & und B sind Peripheriewinkel {iber AB. Es geniigt zu zeigen, dass a = 8, denn da P und Q beliebig
gewdhlt wurden, sind mit dem gleichen Argument alle Peripheriewinkel iiber AB gleich groR.

Sei R ein beliebiger Punkt auf dem Bogen AB (wie abgebildet). Dort erhalten wir den Innenwinkel y. Die
zentrale Feststellung ist nun, dass die Vierecke JARBP und OARBQ Sehnenvierecke sind, da offensicht-
lich alle Eckpunkte auf einem Kreis liegen. Nach dem Satz tiber Sehnenvierecke (Satz 5.8) ergédnzen sich
gegeniiberliegende Innenwinkel in diesen Vierecken zu 180°. Das heif3t:

a+vy=180° (inOARBP),
B+y= 180° (in OARBQ).

Daraus folgt die Behauptung, denn

a=180°-y=p. O

Eine weitere wichtige Rolle spielen sogenannte Zentriwinkel:

Definition 5.13. Sei k ein Kreis mit Mittelpunkt M und sei AB eine Sehne von k. Dann heift der Winkel
/BM A Zentriwinkel tiber dem Bogen AB (zum Beispiel ist der Winkel 8 in Abbildung 5.12 ein Zentriwinkel
iiber AB).

Abbildung 5.12: Zentriwinkel f mit einem speziellen zugehorigem Peripheriewinkel a (siehe Beweis von
Satz 5.14).

Es gibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem Zentriwinkel und den Peripheriewinkeln tiber
dem gleichen Bogen:

Satz 5.14 (Zentriwinkelsatz). Sei k ein Kreis und AB ein Bogen auf k. Dann ist der Zentriwinkel iiber AB
doppelt so grofs wie jeder Peripheriewinkel iiber AB. In Abbildung 5.12 gilt also = 2a.

Beweis. Da alle Peripheriewinkel gleich grol3 sind, geniigt es zu zeigen, dass einer von ihnen die Behaup-
tung erfiillt. Wir verlingern dafiir die Strecke AM {iber M hinaus und betrachten den Peripheriewinkel bei
dem Schnittpunkt dieser Verldngerung mit dem Kreis k, wie in Abbildung 5.12 zu sehen.

Da M der Mittelpunkt des Kreises ist, sind die beiden Dreiecke AABM und ABPM gleichschenklig.
Nach dem Basiswinkelsatz gilt also |[/PBM| = a und aullerdem |£/BAM| = |£/MBA]|, diese Winkelgrofle
nennen wir y. Nach dem Innenwinkelsummensatz in den Dreiecken AABM und A ABP gilt:

180° = B +2y,
180° =y+(y+a)+a=2a+2y.

Daraus folgt bereits die Behauptung, denn wenn man auf beiden Seiten 2y subtrahiert, dann erhélt man

B =180° -2y =2a. O

Wir schauen uns zwei Aufgaben zum Peripheriewinkelsatz an:
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Aufgabe 5.15 (aus MO 420844). Sei OABCD ein Sehnenviereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S und
dem Umkreismittelpunkt M. Ferner seien die Seiten AB und CD gleich lang.

Finde eine Formel fiir die WinkelgréRe  des Winkels ZDCM in Abhédngigkeit von der Winkelgrof3e «
des Winkels ZASB.

Lésung. Diese Aufgabe stammt aus der vierten Stufe der Matheolympiade und ist dementsprechend relativ
schwer. Man kann aber einiges aus der Losung lernen:

Abbildung 5.13 zeigt eine Zeichnung zu der Aufgabe. Die grundlegende Idee ist, dass wir § mit der In-
nenwinkelsumme in ACDM ausrechnen kénnen, wenn wir die Grole des Winkels ZCMD kennen (da
ACDM gleichschenklig ist). Dieser Winkel ist aber ein Zentriwinkel und damit doppelt so gro3 wie jeder
zugehorige Peripheriewinkel, also z.B. doppelt so grof§ wie der Winkel ZCAD. Die Frage ist also, wie wir
ZCAD in Abhingigkeit von « berechnen kénnen.

Wenn man sich die Zeichnung anschaut, dann fillt auf, dass die Dreiecke ASDA und ASBC gleich-
schenklig aussehen. Ist diese Vermutung richtig, dann konnen wir den Winkel ZCAD mit der Innenwin-
kelsumme in ASD A ausrechnen, sofern wir den Winkel ZDSA kennen. Dieser Winkel ist aber einfach ein
Nebenwinkel von @ und hat damit die Gr6Re 180° — a.

Abbildung 5.13: Zeichnung zu Aufgabe 5.15.

Der soeben geschilderten Idee folgend, fithren wir den Beweis schrittweise:

1. Wir zeigen, dass die Dreiecke ASAB und ASCD kongruent sind: Nach Voraussetzung sind die beiden
Seiten AB und CD gleich lang. Wir wollen den Kongruemzsatz wsw anwenden, miissen also zeigen, dass
die Dreiecke auch in ihren Innenwinkeln tibereinstimmen.

Das ist offensichtlich fiir die Scheitelwinkel ZASB und ZCSD der Fall. AuBerdem sind die Winkel ZSB A
und ZDCS Peripheriewinkel {iber dem Bogen D A und somit ebenfalls gleich grof§. Nach dem Innenwin-
kelsummensatz haben ASAB und ASCD also die gleichen Innenwinkel und sind kongruent.

2. Wir zeigen, dass das Dreieck ASDA gleichschenklig ist: Wegen der Kongruenz der Dreiecke ASAB und
ASCD sind die beiden Strecken SA und SD gleich lang. Das beweist schon die Behauptung.

3. Mit dem Basis- und Innenwinkelsummensatz in ASD A kénnen wir nun den Winkel ZC AD ausrechnen:

|ZCAD|==-(180° —|£DSA|)

-(180° — (180° — @)

N_IINIFN| -

4. Nach dem Zentriwinkelsatz tiber dem Bogen CD gilt

a
|[ZCMD|=2-|CAD| =2~E =a.
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5. Dadas Dreieck ACDM gleichschenklig ist, folgt aus dem Basiswinkelsatz:

a

1
B= > (180° - [£ZCMD]|) =90° - 2

Das ist die gesuchte Losung.

Aufgabe 5.16 (Siidpolsatz). Sei AABC ein spitzwinkliges und nicht gleichschenkliges Dreieck. Sei D der
Schnittpunkt von der Winkelhalbierenden des Innenwinkels ZBAC mit der Mittelsenkrechten der Seite
BC.

Zeige: D liegt auf dem Umbkreis von AABC.

Lésung. Statt den Standardweg zu wihlen und zu zeigen, dass OABDC ein Sehnenviereck ist, wenden wir
einen Trick an. Wir kénnen die Behauptung folgendermafen umformulieren: Zeige, dass die gegebene Win-
kelhalbierende, die gegebene Mittelsenkrechte und der Umkreis von AABC alle einen Punkt gemeinsam
haben (ndmlich D). Um das zu zeigen, konnen wir auch den Schnittpunkt D’ von der Winkelhalbierenden
mit dem Umbkreis betrachten und zeigen, dass er auch auf der Mittelsenkrechten liegt. Der grof3e Vorteil von
dieser Herangehensweise ist, dass wir automatisch wissen, dass all unsere Punkte auf einem Kreis liegen;
somit konnen wir den méchtigen Peripheriewinkelsatz benutzen!

Wir wollen also zeigen, dass die Mittelsenkrechte von BC durch den Punkt D’ geht. Abbildung 5.14 zeigt
eine Zeichnung dazu.

D!
Abbildung 5.14: Zeichnung zum Siidpolsatz (Aufgabe 5.16).

Wir betrachten das Dreieck ABD’'C. Es geniigt zu zeigen, dass dieses Dreieck gleichschenklig (mit den
Schenkeln D'B und D'C ist), denn in einem gleichschenkligen Dreieck geht die Mittelsenkrechte der Basis
immer durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt.

Nach dem Peripheriewinkelsatz {iber dem Bogen BD' sind die Winkel ZBAD' und ZBCD' gleich grof;
nach dem Peripheriewinkelsatz iiber dem Bogen D'C sind auch /D' AC und /D'BC gleich groR. Da AD'
aber die Winkelhalbierende von ZBAC ist, haben die Winkel ZBAD' und /D' AC die gleiche GroRe, somit
also auch die beiden Winkel Z/BCD’ und Z/D'BC, wie zu beweisen war!

Ein sehr wichtiger Spezialfall des Zentriwinkelsatzes ist der Satz des Thales:

Satz 5.17 (Thales). Hat das Dreiei AABC einen rechten Winkel bei C, dann ist AB ein Durchmesser des
Umdkreises dieses Dreiecks. Ist also AB ein Durchmesser eines Kreises k, so liegt jeder Punkt C mit |£ACB| =
90° auf'k.

Beweis. Sei M der Mittelpunkt des Umkreises von AABC. Da der Innenwinkel bei C ein Peripheriewinkel
tiber AB ist, gilt fiir den zugehdrigen Zentriwinkel: [ZAMB| =2-|ZACB| = 180°. Somit bilden die Punkte A,
M und B eine Gerade, d. h. AB ist ein Durchmesser des Umkreises. O

5.4 Parallelitit und Mittelparallelen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns erneut mit Geraden, und zwar ganz speziell mit parallelen Gera-
den. Zunichst die Definition:
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Definition 5.18. Zwei Geraden g und h heiRen parallel zueinander, wenn sie einander nicht schneiden.3°
Der nichste Satz formuliert einen fundamentalen Satz iber Winkel an parallelen Geraden.

Satz 5.19. Seien g1 und g, zwei Geraden und sei h eine dritte Gerade derart, dass sie die Geraden g, und g,
schneidet. Seien die Winkel a, B undy so bezeichnet wie in Abbildung 5.15 zu sehen.

Abbildung 5.15: Stufen- und Wechselwinkel.

Dann gilt:
i) Die Geraden g, und g, sind genau dann parallel, wenn a = 8 (Stufenwinkel).

ii) Die Geraden g und g» sind genau dann parallel, wenn a =y (Wechselwinkel).

Wir werden uns nun mit sogenannten Mittelparallelen beschéftigen und damit ein paar interessante
Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken beweisen.

Definition 5.20. Seien g; und g» zwei parallele Geraden. Die Mittelparallele zu diesen beiden Geraden ist
diejenige Gerade h, die zu g; und g» parallel ist und den gleichen Abstand von g; und g» hat (also ,genau
in der Mitte“ liegt).

Eine sehr einleuchtend klingende, aber trotzdem méchtige Charakterisierung von Mittelparallelen lie-
fert der folgende Satz:

Satz 5.21. Seien g und g, zwei parallele Geraden und sei g3 die Mittelparallele dieser Geraden. Die Gerade
h schneide g1, g> bzw. g3 in A, B bzw. C. Dann ist C der Mittelpunkt von AB.

Beweis. Abbildung 5.16 zeigt eine Darstellung zum Beweis.

& c

. |D

Abbildung 5.16: Zeichnung zu Satz 5.21.

Wir betrachten die zusétzliche Gerade ¢, welche senkrecht auf gz steht und durch C geht. Die Schnitt-
punkte dieser Geraden mit g; und g» nennen wir D und E, wie abgebildet. Zum Beweis der Behauptung
gentigt es zu zeigen, dass die Dreiecke ACAD und ACBE kongruent zueinander sind, denn dann gilt ins-

besondere )ﬁ( = )ﬁ|

30Djese Definition von Parallelitit funktioniert zwar in der Ebene, aber im dreidimensionalen Raum gibt es Geraden, die nicht paral-
lel sind und einander aber trotzdem nicht schneiden (sogenannte windschiefe Geraden). Man konnte Parallelitdt dann als konstanten
Abstand definieren.
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_Die In_nenwinkel bei D und E sind jeweils rechte Winkel (nach Konstruktion). Ferner sind die Seiten
CD und CE gleich lang, da g3 genau in der Mitte von g; und g» liegt. Da auch die Innenwinkel ZACD und
ZECB gleich groR sind (Scheitelwinkel), folgt die behauptete Dreieckskongruenz aus dem Kongruenzsatz
WSW. O

Eine wichtige Anwendung des vorigen Satzes ist das folgende Resultat:

Satz 5.22. Sei AABC ein Dreieck und seien D bzw. E die Mittelpunkte der Seiten BC bzw. CA. Dann ist DE
parallel zu AB und die Strecke DE ist genau halb so lang wie die Strecke AB.

Beweis. Der Trick ist, eine weitere Gerade einzuzeichnen: ndmlich die Gerade g, die parallel zu AB ist und
durch den Punkt C geht (siehe Abbildung 5.17).

A

o ¢

Abbildung 5.17: Zeichnung zu Satz 5.22.

Nach Satz 5.21 liegen die Punkte D und E auf der Mittelparallele der Geraden AB und g. Damit ist die
Gerade DE aber die Mittelparallele, insbesondere also parallel zu AB (und g).

Die Behauptung iiber die Linge von AB folgt auf ahnliche Weise wie der Beweis von vorigem Satz und
sei als Ubung dem Leser iiberlassen. O

Eine interessante und erstaunliche Folgerung ist:

Folgerung 5.23. Sei OABCD ein beliebiges Viereck und seien A', B', C' und D' die vier Seitenmittelpunkte
wie in Abbildung 5.18 zu sehen. Dann ist das Viereck DA'B'C' D' ein Parallelogramm.

C

Abbildung 5.18: Viereck mit den vier Seitenmittelpunkten.

Beweis. Wir zeichnen die Diagonale AC ein. Dadurch entstehen die zwei Dreiecke A ABC und ACDA. Nach
vorigem Satz folgtin AABC, dass A'B’ parallel zu AC ist, und analogin ACDA, dass C'D’ parallel zu AC ist.
Beides zusammen beweist die Parallelitit von A’B’ und C’'D’. Analog zeigt man, dass B'C’ und D’ A’ parallel
sind, womit die Behauptung bewiesen ist. O

5.5 Ausblick auf andere Geometrien

Neben der sogenannten planaren Elementargeometrie, mit der wir uns in dem gesamten Kapitel beschaftigt
haben, gibt es viele weitere Konzepte und Ideen in der Mathematik, die man unter dem Begriff ,, Geometrie*
zusammenfasst. Dieser letzte Abschnitt zeigt einen kleinen Einblick hinein.

Eine erste Moglichkeit der Verallgemeinerung ist in hohere Dimensionen zu gehen. Im dreidimensiona-
len Raum kann man natiirlich genauso wie in der Ebene Punkte, Geraden, Kreise und so weiter betrachten.
Allerdings gelten andere Gesetze: zum Beispiel stimmt es im Dreidimensionalen nicht, dass zwei nichtpar-
allele Geraden einander schneiden.

Wenn wir zwei- und dreidimensionale Geometrie betreiben konnen, warum nicht auch vierdimensio-
nale? Zugegebenermafen ist die Anschauung im vierdimensionalen Raum etwas schwierig, aber es ist tat-
sdchlich moglich ganz exakt zu definieren was man damit meint. Man kann dann genauso wie in kleineren
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Dimensionen Geraden und andere geometrische Objekte betrachten. Allgemein kann man sogar den n-
dimensionalen Raum fiir eine beliebige natiirliche Zahl n definieren!

Neben héheren Dimensionen kann man aber auch andere Anderungen vornehmen. Ein gutes Beispiel
ist die sogenannte sphirische Geometrie: die ,Ebene* ist hierbei eine Kugel, Geraden sind Kreise auf der Ku-
gel, deren Mittelpunkt gleich dem Mittelpunkt der Kugel sind (sogenannte GroRkreise) und Strecken sind
Teilstticke von Geraden. In der sphérischen Geometrie gelten ganz andere Gesetze als in der ebenen Geo-
metrie. Zum Beispiel haben zwei verschiedene Geraden immer genau zwei Schnittpunkte, auBerdem ist die
Innenwinkelsumme eines Dreiecks nicht immer 180°.
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6 Zahlenbereiche

In diesem Kapitel werden wir einen genaueren Blick auf die verschiedenen Arten von Zahlen werfen. Wir
haben uns im Kapitel zu Zahlenkongruenzen bereits ausfiihrlich mit den ganzen Zahlen Z auseinander-
gesetzt; nun werden wir uns die anderen Zahlenbereiche, also natiirliche, rationale, reelle und sogenannte
komplexe Zahlen ansehen und uns mit ihren Eigenheiten beschéftigen. Eine zentrale Frage wird dabei je-
weils sein, warum man — ausgehend von den natiirlichen Zahlen - so viele neue Arten von Zahlen definiert
und was man unter dem Begriff ,Zahl“ eigentlich versteht.

6.1 Uberblick

Eine der grundlegensten Fragen zu Zahlen ist: was ist iiberhaupt eine Zahl?
Es gibt verschiedene Antworten auf diese Frage, zum Beispiel:

Eine Zahl ist ein Objekt, das man mit Ziffern darstellen kann.

Diese Charakterisierung trifft auf jeden Fall fiir alle natiirlichen und ganzen Zahlen zu (ein eventuelles Vor-
zeichen soll uns dabei nicht weiter storen). Wie ist es mit rationalen Zahlen, also zum Beispiel %? Nun, es gilt
2 = 0,6, wir haben also Ziffern. Und was ist mit der Zahl 22! In der angegebenen Darstellung besteht sie
nicht nur aus Ziffern, da wir ein Wurzelzeichen benutzen. Wir kénnen aber v/2 auch mit Ziffern schreiben:
V2=1,414213....

Das alles deutet darauf hin, dass die obige ,Definition“ von Zahlen gut funktioniert. Wir werden jedoch
im Laufe dieses Kapitels auch die sogenannten kopmlexen Zahlen kennenlernen. Eine ganz wichtige kom-
plexe Zahl ist die sogenannte Zahl i und das ist eine Zahl, die zum Quadrat genommen —1 ergibt (wie das
moglich ist werden wir in dem entsprechenden Abschnitt sehen). Diese Zahl i ldsst sich nicht mit Ziffern
darstellen, sofern man i nicht selbst als Ziffer definiert. Da i aber auf jeden Fall eine Zahl ist, scheint die
obige Charakterisierung von Zahlen doch nicht hunderprozentig zuzutreffen.

Wir wagen daher die folgende Definition:

Zahlen sind Objekte, mit denen man die vier Grundrechenarten ausfiihren kann.

Diese Charakterisierung trifft tatséchlich auf alle Zahlen zu, denn in jedem Zahlenbereich sind Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division (zumindest teilweise) definiert. Die Frage ist nur, ob es nicht auch
andere Objekte gibt, also keine Zahlen, mit denen man rechnen kann. Tatsdchlich definiert man in der
Mathematik noch viele weitere , Strukturen“ mit den vier Grundrechenarten — ob man die Objekte in diesen
Strukturen dann Zahlen nennen mag oder nicht, ist jedem selbst tiberlassen.

Nach dieser philosophischen Einleitung betrachten wir einmal die verschiedenen Zahlenbereiche: wir
kennen bereits die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen Q. Hinzu kommen
die sogenannten reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C. Alle zusammen ergeben dann die folgende
Kette:

NcZcQcRcC.

Dabei heil3t ,c“, dass alle Elemente aus der linken Menge auch zur rechten Menge gehéren. Die komplexen
Zahlen sind also die grofite Zahlenmenge.

Wir werden uns im Folgenden nacheinander allen diesen Zahlenbereichen (ausgenommen den ganzen
Zahlen) widmen.

6.2 Die natiirlichen Zahlen und vollstéindige Induktion

Der einfachste Zahlenbereich sind die natiirlichen Zahlen N:
N=1{0,1,2,3,...}.

Sie heillen ,natiirlich, weil sie sehr tief mit unserem Denken verwoben sind; es sind nunmal die Zahlen,
mit denen wir zdhlen.

Man kann sich nun die berechtigte Frage stellen, was an den natiirlichen Zahlen interessant genug ist,
um sie nédher zu betrachten, zumal sie ja nur eine Teilmenge der ganzen Zahlen sind und wir die ganzen

31 Zur Erinnerung: mit v/2 bezeichnen wir diejenige positive Zahl, die zum Quadrat 2 ergibt.
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Zahlen doch bereits verstehen. Dazu ist zu sagen, dass, nur weil wir die ganzen Zahlen verstehen, das noch
lange nicht heif3t, dass wir auch die natiirlichen Zahlen verstehen. Zum Beispiel sind die rationalen Zahlen
einfacher als die ganzen Zahlen (man kann ja immer teilen), obwohl die ganzen Zahlen eine Teilmenge der
rationalen sind.

Eine der wesentlichen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen ist die folgende: Wenn ich bei der Zahl 0
starte und dann in jedem Schritt zu meiner Zahl eins dazuaddiere, dann erreiche ich nach und nach alle
natiirlichen Zahlen. Auf dieser Idee beruht ein ganz wichtiges Beweisprinzip in der Mathematik, ndmlich
die sogenannte vollstdndige Induktion:

Methode 6.1 (vollstindige Induktion). Ziel ist es, eine Aussage A(n), die von einer natiirlichen Zahl n ab-
hangt, fiir alle natiirlichen Zahlen zu zeigen, also zu beweisen, dass A(n) fiir alle n aus N richtig ist.
Dazu fithrt man die folgenden beiden Schritte aus:

Induktionanfang. Beweise, dass die Aussage fiir die erste natiirliche Zahl gilt, also fiir n = 0.

Induktionsschritt. Beweise, dass wenn die Aussage fiir irgendeine natiirliche Zahl n gilt, dann gilt sie auch
fiir die Zahl n + 1.

Es ist klar, dass wir damit die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen haben: Aus dem Induktions-
anfang folgt, dass sie fiir die Zahl 0 gilt. Wenn sie aber fiir 0 gilt, so folgt aus dem Induktionsschritt, dass
sie auch fiir 1 = 0+ 1 richtig ist. Daraus folgt aber (wieder aus dem Indutkionsschritt), dass die Aussage fiir
2 =1+ 1 stimmt, also auch fiir 3, fiir 4, fiir 5 und so weiter.

Zur Verdeutlichung dieses wichtigen Prinzips schauen wir uns einige Beispiele an:

Beispiel 6.2 (Gaulische Summenformel). Wir kennen aus dem Kapitel zu Zahlenfolgen die sogenannte
Gaullsche Summenformel: Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

B nn+1)
T2

Wir kennen auch bereits einen eleganten Beweis fiir diese Formel, der auf geschickten Zusammenfassen
der Summanden beruht. Man kann die Formel aber auch anders beweisen, namlich mit vollstdndiger In-

duktion. 32 Die zu beweisende Aussage A(n) ist hierbei die Formel 0+ 1+2+ -+ + n = 201,

0+1+2+3+---+n

Induktionsanfang. Wir zeigen, dass die Formel fiir n = 0 gilt. Dann steht auf der linken Seite 0 und auf der
rechten Seite %. Also sind beide Seiten gleich, wie zu zeigen war.

Induktionsschritt. Angenommen, wir haben bereits gezeigt, dass die Formel fiir eine natiirliche Zahl n
richtig ist (also zum Beispiel fiir 7 = 0). Wir zeigen nun, dass die Formel unter dieser Annahme auch

fiir die Zahl n + 1 gilt.
Nochmal genauer: Angenommen, wir wissen, dass fiir eine natiirliche Zahl » gilt:
nn+1)
0+1+2+---+n= —

Wir zeigen, dass unter dieser Annahme folgt:

(n+1D)((n+1)+1)
2

0+1+2+--+n+(n+1)=

Dazu formen wir die linke Seite um:

0+1+2+4-+n+m+1)=0+1+2+--+m)+(n+1)

—n(n+ D +(n+1)

n+n 2n+2
= +

2 2
nt+n+2n+2

2
n%+3n+2
2

B (n+1)(n+2)

2

Das beweist die Behauptung.

32Diese Formel ist das Standardbeispiel fiir vollstindige Induktion, weshalb wir uns diesen zweiten Beweis anschauen.

56



Aufgabe 6.3 (Blue Islander Problem). Gegeben sei die folgende Aufgabe: Auf einer abgelegenen Insel im
Meer leben Menschen, die allesamt blaue Augen haben. Allerdings verachten die Menschen blaue Augen
sehr: wenn ein Inselbewohner herausfindet, dass er blaue Augen hat, dann stiirzt er sich in der nichsten
Nacht von der Klippe. Auf der Insel gibt es keine Spiegel und niemand redet iiber die Augenfarbe der ande-
ren, sodass es keine Moglichkeit gibt, seine Augenfarbe zu erraten.

Eines Tages kommt ein Reisender auf die Insel und verweilt dort eine Woche lang. Bei seiner Abreise
bedankt er sich herzlich und sagt: ,Es war mir eine Freude auf eurer Insel zu wohnen. Noch nie habe ich so
schone blaue Augen gesehen, wie einer von euch sie hat.“

Was passiert?

Losung. Die Aufgabe mag zunidchst sehr verwirrend erscheinen, denn der Reisende sagt den Inselbewoh-
nern ja nichts neues: jeder weil, dass es auf der Insel jemanden mit blauen Augen gibt, denn jeder sieht
die blauen Augen von den anderen Inselbwohnern. Tatséchlich werden sich aber alle Inselbewohner nach
einigen Tagen umbringen (vorausgesetzt natiirlich, sie beherrschen die Logik).

Schauen wir uns zunichst ein paar Spezialfille an:

1. Angenommen, auf der Insel befindet sich nur ein einziger Bewohner. Dann ist die Situation klar: der
Reisende verrit ihm, dass er blaue Augen hat, also stiirzt er sich in der ersten Nacht von der Klippe.

2. Wir nehmen nun an, dass sich zwei Bewohner auf der Insel befinden; wir nennen sie A und B. In
der ersten Nacht wird sich keiner von beiden umbringen, denn beide kénnen vermuten, dass der
Reisende den jeweils anderen gemeint hat. Was aber passiert am zweiten Tag?

Person A sieht, dass sich Person B nicht umgebracht hat. Nun denkt A: ,Wenn ich keine blauen Augen
hitte, dann wiisste B, dass der Reisende ihn gemeint haben muss. Folglich hdtte B schon am ersten
Tag gwusst, dass er blaue Augen hat und hétte sich von der Klippe gestiirzt. Also ist meine Annahme
falsch, das heilt ich habe blaue Augen.“ Person B denkt das gleiche, nur {iber Person A. Daraus folgt,
dass sich beide Personen in der zweiten Nacht von der Klippe stiirzen.

3. Nun nehmen wir an, dass sich auf der Insel drei Bewohner A, B und C befinden. Man sieht leicht ein,
dass sich in den ersten beiden Nédchten keiner von ihnen umbringen wird.

Am dritten Tag denkt A: ,Angenommen, ich habe keine blauen Augen. Ich weil3, dass B das ebenfalls
von sich denkt, sonst hétte er sich umgebracht. Da C sich in der ersten Nacht nicht umgebracht hat,
weill B, dass C jemanden mit blauen Augen sieht. Da ich aber nach meiner Annahme keine blauen
Augen habe, kann B daraus schliefen, dass er selbst blaue Augen hat. Dann hitte er sich aber in der
zweiten Nacht umbringen miissen! Somit ist meine Annahme falsch, ich habe also blaue Augen.“ Die
Personen B und C denken dhnlich, in der dritten Nacht stiirzen sich also alle drei Bewohner von der
Klippe.

4. Zuletzt betrachten wir den Fall, dass sich vier Personen auf der Insel befinden; wir nennen sie A, B, C
und D. In den ersten drei Ndchten bringt sich niemand um.

Am vierten Tag denkt A: ,Angenommen, ich habe keine blauen Augen. Dann verhalten sich die ande-
ren drei Bewohner in ihren Uberlegungen so, als gibe es mich gar nicht, denn mich kann der Reisende
janicht gemeint haben. Die drei Personen B, C und D verhalten sich also so, als wéren sie nur zu dritt
auf der Insel und hitten sich somit in der dritten Nacht umbringen miissen (siehe oben). Da sie das
nicht getan haben, ist meine Annahme falsch, ich habe also blaue Augen.“ Folglich stiirzt sich A (und
nach analoger Argumentation auch die anderen drei) in der vierten Nacht von der Klippe.

Nach diesen vier Spezialfédllen kénnen wir nun zum allgemeinen Fall tibergehen. Wir bezeichnen mit n die
Anzahl der Personen auf der Insel. Die obige Argumentation im Spezialfall n = 4 benutzt ganz wesentlich
den davor behandelten Fall n = 3, man schlieRt also von dem Fall n = 3 auf den Fall n = 3 + 1. Dieser Ansatz
fiihrt zu der Idee, dass man die Aussage am besten mit vollstdndiger Induktion beweist:

Wir zeigen: Wenn sich n Personen auf der Insel befinden (dabei sei n = 1 eine natiirliche Zahl), dann
stiirzen sich alle Personen in der n-ten Nacht von der Klippe.

Induktionsanfang. Den Fall n = 1 haben wir bereits oben behandelt.

Induktionsschritt. Angenommen, wir haben bereits gezeigt, dass sich n Personen in der n-ten Nacht um-
bringen. Nun wollen wir daraus folgern, dass sich n + 1 Personen in der (n + 1)-ten Nacht von der
Klippe stiirzen.

Sei A eine der n + 1 Personen. Dann denkt A: ,Angenommen, ich habe keine blaue Augen. Dann ver-
halten sich die anderen n Bewohner in ihren Uberlegungen so, als géibe es mich gar nicht, denn mich
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kann der Reisende ja nicht gemeint haben. Sie verhalten sich also so, als wiren sie nur n Personen auf
der Insel und bringen sich somit in der n-ten Nacht um (Induktionssannahme!).“

Da alle Personen so denken, wird sich bis zur n-ten Nacht niemand umbringen. Am (n + 1)-ten Tag
erkennen dann alle, dass ihre Annahme falsch war, also stiirzen sie sich allesamt in der (n + 1)-ten
Nacht von der Klippe, wie zu beweisen war.

Beispiel 6.4. Wir zeigen: Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
2-(3%+31 +324... 43" =31 1,
Dazu benutzen wir vollstdndige Induktion nach n:

Induktionsanfang. Der Fall n = 0 ist einfach, denn

2-3%=2=3%1_1.

Induktionsschritt. Angenommen, wir haben bereits gezeigt, dass die Behauptung fiir eine natiirliche Zahl
n erfiillt ist, dass also gilt:

2.3%+3 4324 ... 43" =3+ 1,
Wir zeigen, dass sie dann auch fiir die nattirliche Zahl n + 1 erfiillt ist, das heilt, dass gilt:
2-(3°+3'+3%+. 43" =g
Dazu formen wir die linke Seite um und verwenden dabei die Induktionsvoraussetzung (IV):
2.3%+3 4324+ 43" =2. 30431 432 4... 43" 4 2.3"]
) 3" 1) 4+2.37%1

:3.3n+1_1
:3n+2_1'

Das vollendet den Induktionsschritt und beweist somit zusammen mit dem Induktionsanfang die
Behauptung.

Die nédchste Aufgabe ist eine typische Olympiade-Aufgabe. Sie ist ohne das Prinzip der vollstindigen
Induktion fast unmoglich zu 16sen.

Aufgabe 6.5. Gegeben seien n beliebige Geraden in der Ebene. Diese Geraden zerteilen die Ebene in meh-
rere Gebiete (diese Gebiete konnen unendlich grof§ sein).33 Zeige, dass man diese Gebiete in rot und blau
farben kann derart, dass zwei Gebiete, die eine gemeinsame Seite haben, nicht in der gleichen Farbe gefarbt
sind.

Losung. Wie bei jeder Aufgabe ist es auch hier eventuell hilfreich, sich ein paar Beispiele anzusehen. Abbil-
dung 6.19 zeigt die Fille n = 1,2,3. Auch nach langem Uberlegen findet man bei dieser Aufgabe womdglich

(rsssssss
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(a) Falln=1. (b) Fall n =2.

(c) Fall n=3.

Abbildung 6.19: Spezialfille zu Aufgabe 6.5 (die Farben rot und blau sind durch verschiedene Fiillmuster
dargestellt).

keinen sinnvollen Ansatz. Es lohnt sich aber immer, die Methode der vollstandigen Induktion zu probieren;
so auch hier! Wir induzieren tiber die Anzahl n der Geraden:

33Interessante Zusatzaufgabe: Wie viele solcher Gebiete kénnen auf diese Art maximal entstehen (in Abhingigkeit von 7)?
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Induktionsanfang. Der Fall n = 1 ist trivial: man firbt eine der Halbebenen rot, die andere blau.

Induktionsschritt. Angenommen, wir haben bereits gezeigt, dass man die von beliebigen n Geraden er-
zeugten Gebiete auf die gewlinschte Art farben kann (fiir eine feste natiirliche Zahl n). Wir zeigen,
dass dies dann auch bei n + 1 Geraden méglich ist.

Es seien also n + 1 beliebige Geraden gegeben. Wir mochten unsere Induktionsvoraussetzung be-
nutzen, also dass die Behauptung fiir » Geraden stimmt. Um dies zu bewerkstelligen, kénnen wir
eine Gerade, nennen wir sie g, entfernen, sodass also nur noch n Geraden iibrigbleiben. Nach der
Induktionsvoraussetzung kénnen wir die von den verbleibenden n Geraden erzeugten Gebiete wie
gewiinscht firben. Wenn wir nun die Gerade g wieder hinzutun (und die Farbung beibehalten), dann
funktioniert die Firbung zwar nicht mehr ganz, aber fast: Wenn zwei Gebiete eine gemeinsame Seite
haben, die nicht von g erzeugt wurde, dann haben sie verschiedene Farben (wie gewlinscht), wenn
sie aber g als gemeinsame Seite haben, dann haben sie auf jeden Fall die gleiche Farbe.

Wie kdonnen wir unsere Farbung so modifizieren, dass sie ganz funktioniert? Nun, wir wéihlen eine
Seite von g und wechseln in allen Gebieten auf dieser Seite die Farbe (von rot zu blau und von blau
zu rot). Es ist nicht schwer zu sehen, dass die so entstehende Farbung alle Anforderungen erfiillt.

Das beweist den Induktionsschritt.

6.3 Dierationalen Zahlen

Nach dem eingehenden Studium der natiirlichen Zahlen wenden wir uns nun den rationalen Zahlen Q
zu. Zur Erinnerung: die rationalen Zahlen sind all diejenige Zahlen, die man als Bruch von zwei ganzen
Zahlen schreiben kann, wobei im Nenner natiirlich keine 0 stehen darf. Insbesondere gibt es auch negative
rationale Zahlen.

Ein paar Beispiele fiir rationale Zahlen:

¢ Die Briiche %, %, % sind rationale Zahlen.
¢ Der Bruch %3 ist ebenfalls eine rationale Zahl. Es gilt %3 = —%, denn man darf Minuszeichen immer
vor den Bruch ziehen. Zum Beispiel ist :—g =—- % = %

¢ Auch Doppelbriiche sind erlaubt, zum Beispiel ist

10
7

6
2

ol w

7
“10

5|\1|<.n|:.u
Q| w

Die wichtigste Eigenschaft fiir Q ist die folgende:

«

Satz 6.6. In Q sind alle vier Grundrechenarten ,+“ ,—* ,-“ und ,:“ immer durchfiihrbar (aufSer Division
durch0).

Diese Eigenschaft haben N und Z nicht. Das ist im {ibrigen auch der Grund, weshalb man die rationalen
Zahlen ,erfunden” hat.

Die Tatsache, dass Division in @ immer durchfiihrbar ist, macht Q gewissermafen uninteressanter als
Z: die Frage nach Teilbarkeit und somit die ganze Theorie der Zahlenkongruenzen braucht man in Q nicht.
Wir fokussieren uns daher im Folgenden nicht auf die arithmetische Struktur von @ (also auf das Rechnen
darin), sondern auf zwei andere Aspekte: Machtigkeit und Kommadarstellung.

Michtigkeit

Wir beginnen mit der Frage nach der sogenannten Méchtigkeit von Q. Allgemein bezeichnet die Méch-
tigkeit einer Menge M die GréBe dieser Menge. Die Machtigkeit von M = {1,2,3} ist also 3, genauso wie
die Méchtigkeit von N = {10,62, —?—1}. Bei unendlichen Mengen ist die Frage nach der Michtigkeit etwas
schwieriger zu beantworten, denn man kann nicht einfach zdhlen. Tatséchlich gilt aber: Es gibt verschiede-
ne Michtigkeiten fiir unendliche Mengen, das heif3t es gibt zwei unendliche Mengen, sodass die eine grof3er
ist als die andere.

Bevor wir diese Feststellung beweisen, miissen wir erstmal ein Gefiihl fiir unendliche Machtigkeiten
bekommen. Dafiir schauen wir uns zunichst drei Beispiele an.
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Beispiel 6.7. a) Wir betrachten die Menge

b)

c)

M, =1{2,3,4,5,6,...},

also die Menge aller natiirlichen Zahlen gréBer oder gleich 2. Das ist offensichtlich eine unendliche Men-
ge, aber was ist mit ihrer Machtigkeit? Hat M, die gleiche Méchtigkeit wie N oder ist M; kleiner?

Die naive Antwort wére zu sagen, dass M kleiner ist, denn M; enthilt die natiirlichen Zahlen 0 und
1 nicht. Tatséchlich ist M; aber genauso gro8 wie N, denn: Ein AuRerirdischer, der unser Zahlensystem
nicht kennt und somit auch keine Ahnung von den natiirlichen Zahlen hat, der schaut auf M; und denkt:
»Mj besteht aus einer unendlichen Folge von Symbolen. Das erste Symbol ist 2, dann kommt 3, dann 4
und so weiter. N besteht ebenfalls aus einer unendlichen Folge von Symbolen, das erste Symbol ist 0,
dann kommt 1, dann 2 und so weiter. Also sind beide Mengen gleich gro.“ Oder anders gesagt: Nur weil
die Zahlen in M; anders heillen als die in N, bedeutet das nicht, dass es weniger geben muss, denn beide
Mengen enthalten eine unendliche Zahlenfolge.

Wir betrachten nun die Menge
M, =1{2,4,6,8,10,...},

also die Menge aller geraden Zahlen. Mit der gleichen Begriindung wie im vorigen Beispiel ist auch M,
genau so gro wie N, denn die Elemente aus M, bilden eine unendliche Zahlenfolge, genauso wie die
Elemente aus N.

Als letztes betrachten wir die Menge
M;=7={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Wiederum stellen wir die Frage nach der Machtigkeit: ist Z groler als N? Intuitiv wiirde man sagen, dass
Z groLer ist, denn Z ist ,in beide Richtungen unendlich“ und N nur in eine. Das liegt aber nur daran,
dass wir die ganzen Zahlen tiblicherweise auf einem in beide Richtungen unendlichen Zahlenstrahl auf-
malen. Was ist aber, wenn wir den Zahlenstrahl zwischen 0 und —1 durchschneiden und den negativen
Teil umklappen? Wir erhalten die Abbildung 6.20.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

S

Abbildung 6.20: Veranschaulichung des Durchzéhlens der ganzen Zahlen.

Wenn wir nun die ganzen Zahlen in der durch den gestrichelten Strich angegebenen Reihenfolge durch-
laufen, dann haben wir die ganzen Zahlen als unendliche Folge aufgeschrieben:

z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,...}.

Also ist Z tatsdchlich nicht grofer als N, sondern genauso grof3. Der Grund dafiir, dass Z gréBer wirkt, ist
einfach nur, dass man Z normalerweise auf dem Zahlenstrahl aufmalt.

Die vorigen drei Beispiele motivieren die folgende Definition:

Definition 6.8. Eine Menge M heilt abzdhlbar, wenn man die Elemente von M als unendliche Zahlenfolge
schreiben kann, das heif$t wenn man jedem Element von M auf eindeutige Weise eine Nummer zuordnen
kann. Dann l&sst sich M schreiben als

M ={my, mp, m3, my,...}

und ist genauso groB wie N.

Wir wenden uns nun der eingangs gestellten Frage nach der Machtigkeit von @ zu. Gibt es mehr rationa-

le Zahlen als natiirliche Zahlen? Auf dem Zahlenstrahl sieht das auf jeden Fall so aus, denn schon zwischen
0 und 1 gibt es unendlich viele rationale Zahlen. Tats4chlich gilt aber:

Satz 6.9. Die Menge Q ist abzdhlbar. Man kann also alle rationalen Zahlen in eine unendliche Zahlenfolge
schreiben.
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Abbildung 6.21: Veranschaulichung des Durchzéhlens der rationalen Zahlen.

Beweis. Der Beweis bedient sich der in Abbildung 6.21 dargestellten Tabelle, die alle positiven rationalen
Zahlen enthalt (die Spalte gibt den Zéhler und die Zeile den Nenner an). Entlang der gestrichelten Linie
kann man alle Zahlen in der Tabelle durchzéhlen, dabei iiberspringt man einfach diejenigen Zahlen, die
sich doppeln (zum Beispiel ist % = %).

Fiir die Menge Q¢ der positiven rationalen Zahlen erhélt man somit

1211343211
@>0:{ —————————— }

1'1'2’3'1'1'2'3°4’5"""
Um nun auch die nichtpositiven Zahlen abzuzéhlen bedienen wir uns dem gleichen Trick wie fiir die ganzen
Zahlen: abwechselnd positiv und negativ. Damit erhalten wir

1 11 1 }
P Rba T O

2 23 3
Bemerkung 6.10. Dass es genau so viele rationale wie natiirliche Zahlen gibt ist alles andere als intuitiv.
Es zeigt, dass unendliche Mengen sich dem menschlichen Vorstellungsvermogen entziehen: wir sind von
Natur aus nur darauf trainiert, mit endlichen Mengen umzugehen. Ein Beispiel zur Verdeutlichung (neben
der Abzidhlbarkeit der rationalen Zahlen): Es sei N die Anzahl aller in unserem Universum befindlichen
Atome, also eine extrem grof3e Zahl (allein in einem Menschen sind Milliarden, wenn nicht Billionen von
Atomen enthalten und allein das fiir uns sichtbare Universum ist riesig). Trotz der unvorstellbaren GréBe
von N ist N eine ganz normale natiirliche Zahl und ist genauso weit weg von ,unendlich wie jede andere
natiirliche Zahl!

Eine berechtigte Frage ist zudem, ob es denn iiberhaupt unendliche Mengen gibt, die nicht abz&hlbar

sind, die also grofer sind als N. Die Antwort ist ja; wir werden uns eins der wichtigsten Beispiele fiir eine
solche Menge im néchsten Abschnitt ansehen.

Kommadarstellung

Nun wenden wir uns dem zweiten Thema tiiber rationale Zahlen zu: der Kommadarstellung. Neben der
Bruchschreibweise kann man jede rationale Zahl auch als Dezimalkommazahl schreiben, also zum Beispiel
% = 0,5. Neben endlichen Kommadarstellungen gibt es auch unendliche, zum Beispiel

1 —
3 =0,33333333---=0,3.

Die Frage ist, woran man einer Kommazahl ansieht, dass sie eine rationale Zahl darstellt, also auch als Bruch
geschrieben werden kann. Die Antwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 6.11. Eine Kommazahl ist genau dann rational, wenn sie endlich oder periodisch ist.
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Beweis. Wir miissen beide Richtungen zeigen:

1. Wir zeigen, dass jede rationale Zahl eine endliche oder periodische Kommadarstellung hat: Ist § eine
beliebige rationale Zahl, dann erhilt man die Kommadarstellung, indem man die schriftliche Division
a: b ausfiihrt. Dabei tritt nach jedem Schritt ein Rest modulo b auf und die ndchste Ziffer hdngt ab einem
gewissen Schritt nur noch von diesem Rest ab, da man lediglich eine 0 ,,von oben holt“. Da es modulo
b nur endlich viele verschiedene Reste gibt miissen sich die Reste und somit die Ziffern irgendwann
wiederholen oder abbrechen (Rest 0), die Kommadarstellung hat also die gewiinschte Form.

2. Wir zeigen, dass jede endliche oder periodische Kommazahl eine rationale Zahl ist: Fiir endliche Kom-
mazahlen ist das klar. Sei also x eine periodische Kommazahl, zum Beispiel x = 0,23. Mit folgenden
Schritten erhalten wir daraus eine Darstellung als Bruch: Multiplikation mit 100 liefert 100x = 23,23, an-
schlieflende Subtraktion von x fiihrt zu 99x = 23. Also ist x = %. Allgemein muss man 100 durch 10 hoch
die Lange der Periode ersetzen und kommt zu einem dhnlichen Ergebnis. Wenn die Kommazahl nicht
reinperiodisch ist, wie zum Beipsiel bei 1,23, dann kann man zunichst eine Bruchdarstellung fiir den
periodischen Teil finden und anschliefen den nichtperiodischen Teil dazuaddieren, also z.B.

— — 23 122
1,23=1+0,23=1+ — = —. O
99 99

6.4 Diereellen Zahlen

Nach dem Studium der rationalen Zahlen, also aller Bruchzahlen, widmen wir uns nun einem ungleich
grofleren Zahlenraum: die Menge der sogenannten reellen Zahlen, abgekiirzt mit R.
Die Definition fiir R ist recht simpel:

Definition 6.12. Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge aller als Dezimalzahl darstellbaren Zahlen.
Beispiele fiir reelle Zahlen sind also
* 2 —%, 0,416 und alle anderen rationalen Zahlen,
* V2,V3,V5, usw.
e die Kreiszahl r, die Eulersche Zahl e.

Diejenigen reellen Zahlen, die nicht rational sind, nennen wir irrationale Zahlen. Einige der wichtigsten
mathematischen Konstanten (zum Beispiel 7) sind irrational, weshalb die reellen Zahlen eine so grof3e Be-
deutung haben3*.

Rechnen in den reellen Zahlen

Es gilt:

Satz 6.13. In R sind alle vier Grundrechenarten ausfiihrbar (aufSer Division durch 0); aufserdem kann man
aus jeder nichtnegativen reellen Zahl eine Wurzel ziehen.

Letzteres heilt, dass es zu jeder reellen Zahl a > 0 eine reelle Zahl x gibt, sodass x*> = a. Man sieht leicht,
dass mit x auch —x eine Wurzel ist. Um die Notation y/a eindeutig zu machen, definieren wir:

Definition 6.14. Ist a eine nichtnegative reelle Zahl, so bezeichnen wir mit v/a diejenige Wurzel aus a, die
nicht negativ ist.

Durch geschicktes Anndhern (siehe letzten Abschnitt im Kapitel zu Zahlenfolgen) kann man beliebig
viele Stellen von v/a berechnen. So erhilt man zum Beispiel

V2 =1,414213...

Eine interessante Frage ist, ob die Dezimaldarstellung von v/2 periodisch ist, ob wir die Dezimalziffern also
theoretisch vollstdndig angeben kdnnten. Aus Satz 6.11 wissen wir, dass das genau dann der Fall wére, wenn
/2 rational ist. Tats#chlich gilt aber:

34Genau genommen liegt der Grund fiir die Bedeutung der reellen Zahlen vor allem in ihrer sogenannten Volistindigkeit. Diese
besagt, dass jede Zahl, die man beliebig genau annédhern kann, auch existiert. Die rationalen Zahlen sind nicht vollstdndig, denn man
kann 7 beliebig genau durch rationale Zahlen anndhern, trotzdem existiert & nicht (in Q!).
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Satz 6.15. Die reelle Zahl /2 ist irrational.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Zahl v/2 nicht als Bruch darstellbar ist. Dafiir gehen wir indirekt vor:

Angenommen, die Zahl /2 ist rational. Dann gibt es natiirliche Zahlen a und b mit b # 0, sodass v2 = 2

gilt. Wir fithren diese Annahme nun auf einen Widerspruch und beweisen somit, dass v/2 nicht rational ist.
Wenn wir die Gleichung v/2 = % quadrieren, dann erhalten wir

(3545

Multiplizieren wir diese Gleichung mit b?, so folgt (man beachte Z—i b? =a?)
2b? = a?.

Wir betrachten nun die Primfaktorzerlegung auf beiden Seiten. Auf der rechten Seite hat jede Primzahl
eine gerade Hiufigkeit, denn egal wie oft eine Primzahl in a vorkommt, in > kommt sie doppelt so oft
vor. Mit dem gleichen Argument hat jede Primzahl in b? eine gerade Haufigkeit. Durch die Multiplikation
mit 2 bekommt die Primzahl 2 aber auf der linken Seite eine ungerade Héufigkeit, denn sie kommt einmal
ofter vor als in b?. Da 2 auf der rechten Seite der Gleichung eine gerade Héufigkeit hat, haben wir den
gewiinschten Widerspruch gefunden. O

Da die Darstellung von v/2 nicht periodisch ist, kann man nicht alle Dezimalziffern von v/2 angeben.
Man kann lediglich beliebig viele davon ausrechnen und dieses Ergebnis als gute Niherung von v/2 benut-
zen. Es gibt verschiedene Verfahren fiir solch eine Ndherung; das einfachste solcher Verfahren wurde im
Abschnitt ,Konvergenz“ des Kapitels ,,Zahlenfolgen“ behandelt.

Michtigkeit

Genau wie bei den rationalen Zahlen wollen wir uns auch bei R die Frage nach der Machtigkeit stellen, das
heilt wir wollen untersuchen, wie viele reelle Zahlen es gibt. Im vorigen Abschnnitt hatten wir definiert,
was eine abzdhlbare Menge ist und wir hatten festgestellt, dass sogar Q) abzdhlbar ist, dass es also in Q nicht
mehr Zahlen gibt als in N. Nach diesem erstaunlichen Ergebnis ist man berechtigterweise vorsichtig, wenn
man Aussagen iiber die Méchtigkeit von R treffen will. Tatsdchlich gilt aber:

Satz 6.16. Die Menge R ist iiberabzdhlbar, man kann die Elemente darin also nicht abzdhlen.

Beweis. Ahnlich wie im vorigen Satz gehen wir indirekt vor. Wir nehmen also an, dass wir die reellen Zahlen
abzidhlen kdnnen, das heif}t, dass es eine Abzéhlung

R= {al,d2r as, a4ra5)--'}

gibt. Wir zeigen nun: egal wie man versucht die reellen Zahlen abzuzdhlen, es gibt immer eine Zahl, die man
nicht mitgezahlt hat (genau genommen gibt es immer unendlich viele solche Zahlen, aber die Existenz einer
einzigen gentigt). Dazu konstruieren wir die reelle Zahl x folgendermalen: Vor dem Komma hat x nur eine
0, ferner sei die k-te Dezimalstelle von x eine 0, wenn a; an der k-ten Stelle keine 0 hat, und eine 1 sonst. Auf
diese Weise unterscheidet sich x von a; an der k-ten Stelle hinter dem Komma, das heift x ist verschieden
von ay, fiir jedes k. Folglich ist x nicht in der Liste, wie zu zeigen war.

a: 0 8 1 5 9 3 -
a: 9, 2 0 4 1 8-
a: 3,1 415 9.:
ag: 2,71 8 2 8-
as: 0,1 159 0.

Abbildung 6.22: Beispiel fiir die Konstruktion im Beweis von Satz 6.16. Heraus kommt x = 0,01001...

Abbildung 6.22 zeigt ein Beispiel fiir die Konstruktion von x. Die unterstrichenen Ziffern sind diejenigen,
die man bei der Konstruktion betrachtet. O
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Die Uberabzihlbarkeit von R ist zum einen eine wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen und beweist
zum anderen die Existenz von Mengen, die grofler sind als N. R ist nicht nur ein bisschen grofer als N,
sondern gewissermaflen unendlich mal grofer als N und Q. Ein Beispiel zur Verdeutlichung: Wenn man
eine Nadel auf den Zahlenstrahl fallen ldsst, dann trifft sie mit Sicherheit keine rationale Zahl, weil es davon
im Vergleich zu R viel zu wenige gibt.

6.5 Die komplexen Zahlen

Mit den reellen Zahlen haben wir einen iiberabzédhlbar grolen Zahlenbereich kennengelernt. Wir kénnen
fast alle Operationen in R ausfiihren: Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind immer mog-
lich und sogar die Wurzel aus nichtnegativen Zahlen existiert immer. Allerdings gibt es keine Wurzeln aus
negativen Zahlen, denn zum Beispiel ist die Gleichung x> = —1 in R nicht l6sbar: fiir jedes x aus R ist ndm-
lich x? nicht negativ, also insbesondere ungleich —1.

Die Unlésbarkeit von x? = —1 in R heift jedoch nicht, dass man diese Gleichung nicht durch eine ge-
schickte Erweiterung des Zahlenbereichs doch l6sen kann. So sind wir schlieBlich bei allen vorigen Zahlen-
bereichserweiterungen vorgegangen: in N ist zum Beispiel die Rechnung 3 — 5 nicht l6sbar, was zu Z fiihrt;
dortist die Rechnung 3 : 5 nicht ausfiihrbar, also konstruierten wir Q. Wir gehen also analog vor und fordern
die Existenz einer Zahl, die die Gleichung x? = —1 Iost, die also eine Wurzel aus —1 ist. Diese Zahl nennen
wir 7 (das steht fiir ,,imaginir®, also nicht real).

Da wir natiirlich mit der neuen Zahl i rechnen kénnen wollen, existieren auch viele weitere neue Zahlen,
zum Beispiel:

2+1
3-2i°

1
i+1, 3-2i2, 3, =, (+2@i-1),
1

Unser erstes Ziel ist, ein bisschen Ordnung in diesen bunten Zahlenhaufen zu bringen. Man kann nédmlich
all die oben genannten Zahlen so umformen, dass sie in der Form a + bi fiir zwei reelle Zahlen a und b sind:

e Esgilti+1=1+1-i, fiir diese Zahlistalso a=1und b =1.

* Unter Benutzung von i*> = —1 (so haben wir i schlieRlich definiert!) erhzlt man

3-2i*=3-2-(-1)=5=5+0-i.
Hierist also a=5und b =0.
e Esgilt
P=i*i=(-1)i=0+(-1)-1,
also isthiera=0und b= —1.

¢ Der Bruch % ist ein bisschen schwieriger umzuformen als die vorigen Zahlen. Der Trick ist, geschickt
zu erweitern. Wenn wir namlich mit i erweitern, steht im Nenner plotzlich i 2 also —1, und durch —1
teilen ist nichts anderes als mit —1 zu multiplizieren:
1 1@ i . ;
—=—=—=—1=0+(-1)-1.
i1 -1

Hieristalso a=0und b= —-1.
¢ Ausmultiplizieren ergibt
(i+2)(3i-1)=3i*—i+6i-2=3-(-1)—i+6i—2=-54+5i,

alsoa=-5und b =5.

¢ Fiir den Bruch % verwenden wir den gleichen Trick wie bei % wir erweitern geschickt. Die Zahl,

mit der wir erweitern miissen, erhilt man, indem man im Nenner alle Vorkommen von i durch —i
ersetzt. In diesem Fall miissen wir also mit 3 + 2i erweitern:

2+i  (2+)B-2i) 6+3i-4i-2i* 8-i 8 +( 1)l_
3-2i (3-2i)(3+2i) 9-6i+6i—4i2 13 13 13

1

. . _ 8 __ 1
Hier ist also a = 13 und b = i3
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Auf dhnliche Weise kann man jede der neuen Zahlen in der Form a + bi schreiben. Wir definieren also:

Definition 6.17. Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller Zahlen von der Form a + bi, wobei
aund b reelle Zahlen sind und i die Eigenschaft i*> = —1 hat.

Jede komplexe Zahl ist also durch Angabe von genau zwei reellen Zahlen (ndmlich a und b) festgelegt.
Somit kénnen wir die komplexen Zahlen in eine Ebene einzeichnen, wobei die Zahl a + bi bei dem Punkt
mit der x-Koordinate a und der y-Koordinate b eingezeichnet wird. Abbildung 6.23 zeigt diese Ebene.

3 .
-5 +4i )
. 4i

3iT

20 T

-2+ 1+i
L]

—1i +
. -2i T
-3-2i

—-3i + °

—4i +

Abbildung 6.23: Die komplexe Zahlenebene und ein paar Beispielzahlen.

Wir sehen: der Strahl der reellen Zahlen ist die x-Achse in der Zahlenebene, das heif3t die Erweiterung
von R nach C geschieht, indem man auch iiber und unter dem Zahlenstrahl Zahlen zul&sst.

Nun da wir die komplexen Zahlen in einer Ebene veranschaulicht haben, wollen wir uns ansehen, wie
sich die Addition und die Multiplikation von komplexen Zahlen in dieser Ebene darstellt:

Addition. Wir betrachten beispielhaft die Addition der beiden Zahlen 1 + 2i und 2 — i. Das Ergebnis davon
ist 3+ i. Zeichnet man alle drei Punkte in die Ebene und verbindet 1 + 27 und 3 + i mit einem Pfeil, so
sieht man, dass dieser Pfeil der nach oben rechts parallel verschobene Pfeil von 0 nach 2 — i ist (siehe
Abbildung 6.24a). Ein analoges Bild ergibt sich, wenn man zu 1 + 2i die Zahl —1 — i addiert.

Wir sehen also: Man addiert zwei Zahlen z und w in der komplexen Zahlenebene, indem man den
Verbindungspfeil von 0 zu w parallel verschiebt, bis dessen Anfangspunkt bei z liegt. Der neue End-
punkt des Pfeils ist dann das Ergebnis z + w.

Multiplikation. Die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen istim Allgemeinen nicht so leicht zu veran-
schaulichen, daher beschranken wir uns auf die Multiplikation mit i am Beispiel der Zahl 1 +2i. Wir
sehen i-(1+2i) = -2 +i. Zeichnet man diese Zahlen in die Ebene (siehe Abbildung 6.24b), so sieht
man, dass die zweite Zahl die um 90° um den Ursprung gedrehte erste Zahl ist (gegen den Uhrzeiger-
sinn).

Die Abbildung zeigt auch die Ergebnisse weiterer Multiplikationen mit i; es wird jeweils um 90° wei-
tergedreht, bis man nach dem vierten Mal wieder bei der Ausgangszahl ankommt. Letzteres ist nicht
iiberraschend, denn vier mal mit i zu multiplizieren ist das gleiche wie mit i* zu multiplizieren und
esgilti*=i%2-i>=(-1)-(-1) =1.

Wir haben gesehen, dass man in C alle vier Grundrechenarten ausfithren kann. Aullerdem existiert in
C eine Wurzel aus negativen reellen Zahlen (zum Beispiel ist 2i eine Wurzel aus —4 oder v/3i eine Wurzel
aus —3). Existiert aber auch die Wurzel aus allen komplexen Zahlen? Also zum Beispiel auch die Wurzel
aus i? Die Antwort ist ja, auch wenn wir das noch nicht beweisen konnen. Wir fassem diese Eigenschaft in
folgendem Satz zusammen:
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1+2i

7z
N

3+1i

(a) Addition von zwei Zahlen.

(b) Multiplikation mit i.

Abbildung 6.24: Addition und Multiplikation in der komplexen Zahlenebene.

Satz 6.18. In den komplexen Zahlen C sind alle vier Grundrechenarten und das Ziehen von Wurzeln immer

méglich.3®

Dieser Satz hat zur Folge, dass es nach C keine weiteren Zahlenerweiterungen gibt. In C sind schlieflich

alle Operationen, die man sich wiinschen konnte, bedingungslos ausfithrbar®.

Die Einfiihrung in die komplexen Zahlen beendet somit unseren Exkurs durch die verschiedenen Zah-
lenbereiche. Wir kennen nun die natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen, jede mit

seinen speziellen Eigenschaften.

35Es gilt sogar eine etwas allgemeinere Eigenschaft, die man ,algebraisch abgeschlossen® nennt. Grob gesagt bedeutet sie, dass man
in C alle Gleichungen in x 16sen kann, bei denen nur Potenzen von x, komplexe Zahlen und Summen davon vorkommen, also zum

Beispiel 3x3 —5x% =i-x%

36 AuRer die Division durch 0, aber eine Division durch 0 lisst sich nur situationsabhéngig definieren.
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7 Olympiade-Strategien

In diesem Kapitel wollen wir uns ein paar Standardstrategien widmen, die in der Mathematik-Olympiade
und dhnlichen Wettbewerben zum Einsatz kommen. Der Fokus dieses Kapitels liegt dabei hauptsédchlich
auf dem Losen von verschiedenen olympiadeartigen Aufgaben, bei denen die jeweilige Strategie sehr wir-
kungsvoll angewendet werden kann. Tatséchlich ist die Kenntnis solcher Strategien in einigen Fillen das,
was den Unterschied zwischen ,unlgsbar” und , einfach“ ausmacht!

7.1 Firbungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Aufgaben, die durch geschickte Farbung der gegebenen Objekte gel6st
werden konnen. Ein Musterbeispiel fiir diese Farbungsstrategie ist die folgende Aufgabe:

Aufgabe 7.1. Es ist kein Problem, ein 8 x 8-Schachbrett mit 2 x 1-Dominosteinen zu belegen, sodass sich
die Steine nicht iiberlappen und jedes Feld abgedeckt ist. Was ist aber, wenn man zwei gegeniiberliegende
Ecken des Schachbretts wegschneidet? Ist eine Belegung dann noch méglich?

Lésung. Wenn man ein bisschen probiert, so gelangt man schnell zu der Vermutung, dass eine Belegung
nicht méglich ist. Dies zu beweisen ist mit ,herkdmmlichen Methoden®, also zum Beispiel einer Fallunter-
scheidung, dulerst schwierig bzw. fast unmdglich. Es gibt aber einen ganz simplen Beweis, der die Firbung
des Schachbretts benutzt.

Jeder Dominostein, egal wie man ihn auf dem Schachbrett platziert (solange er genau zwei Felder auf
dem Brett abdeckt), belegt genau ein weilles und genau ein schwarzes Feld. Wenn es also eine Belegung des
modifizierten Schachbretts mit Dominosteinen gébe, dann wiirden diese Dominsteine genauso viele weilse
wie schwarze Felder abdecken, das heif3t unser Brett hitte genau so viele weille wie schwarze Felder. Da
wir aber zwei gegeniiberliegende Ecken vom urspriinglichen Schachbrett abgeschnitten hatten und diese
beiden Ecken somit die gleiche Farbe haben, gibt es auf dem modifizierten Brett entweder mehr weile oder
mehr schwarze Felder. Widerspruch!

Die wesentliche Idee in der letzten Aufgabe war, das gegebene Brett so zu farben, dass jeder Stein, den
wir darauf legen, eine bestimmte Zahl von weien und von schwarzen Feldern abdeckt. Auf diese Weise
haben wir den gewtinschten Widerspruch erzeugen kénnen. Wir betrachten nun einige weitere Aufgaben,
die mit der gleichen Strategie gelost werden konnen:

Aufgabe 7.2. Ist es méglich, aus den in Abbildung 7.25 dargestellten Bausteinen ein Rechteck zu legen?

| | ] |
[T TT] n |

I-Ti i
(&) I-Tetromino (b) T-Tetromino (c) Quadrat-Tetromino (d) L-Tetromino (e) Z-Tetromino

Abbildung 7.25: Tetrominos

Lésung. Offensichtlich miisste ein solches Rechteck 20 Felder haben. Das Rechteck hat also die Form 1 x 20,
2 x 10 oder 4 x 5. Es ist leicht zu sehen, dass man aus den gegebenen Bausteinen kein 1 x 20-Rechteck legen
kann. Es ist auch nicht sonderlich schwer zu zeigen, dass kein 2 - 10-Rechteck mdoglich ist: von den vier
Feldern neben dem I-Tetromino hochstens drei Felder von den anderen Steinen belegt werden.

Es verbleibt somit der Fall des 4 x 5-Rechtecks. Es ist moglich, diesen Fall durch geschickte Fallunter-
scheidungen auszuschliefen. Wir wihlen aber stattdessen einen sehr eleganten Beweis mittels Farbung:
Angenommen, das 4 x 5-Rechteck ldsst sich mit den fiinf Bausteinen belegen. Wir fiarben die Felder des
Rechtecks mit einem Schachbrettmuster. Es ist leicht zu sehen, dass dann jeder der fiinf Steine auler dem
T-Tetromino genau zwei schwarze und zwei weille Felder belegt. Das T-Tetromino belegt hingegen drei
Felder der einen Farbe und eins von der anderen. Folglich miisste es, damit die Belegung mdoglich ist, ver-
schiedene Anzahlen von weilfen und schwarzen Feldern geben. Das ist aber nicht der Fall, denn von beiden
Farben gibt es je genau 10 Felder. Widerspruch!

Aufgabe 7.3. Kann man ein 8 x8-Schachbrett mit 15 T-Tetrominos und einem I-Tetromino (siehe Abbildung
7.25) vollstédndig belegen?

Lésung. Die Antwort ist nein, und der Beweis geht analog zur vorigen Aufgabe: die T-Tetrominos belegen
jeweils eine ungerade Zahl von weilen und schwarzen Feldern. Da wir ungerade viele T-Tetrominos zur Ver-
figung haben, belegen sie also insgesamt jeweils eine ungerade Anzahl von schwarzen und weil3en Feldern.
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Das I-Tetromino belegt hingegen je zwei weie und zwei schwarze Felder, folglich miisste das Schachbrett
fiir eine gewiinschte Belegung eine ungerade Anzahl von weiflen und schwarzen Feldern haben. Das ist
aber nicht der Fall.

Aufgabe 7.4. Zeige, dass man ein 10 x 10-Schachbrett nicht mit I-Tetrominos (also 1 x4-Steinen) vollstdndig
belegen kann.

Losung. Diese Aufgabe ist ein bisschen schwieriger als die vorigen Aufgaben, denn die {ibliche Schach-
brettfirbung fiihrt nicht zum Ziel: jedes I-Tetromino belegt genau zwei weile und zwei schwarze Felder,
was jedoch keinen Widerspruch erzeugt.

Wir benétigen daher eine andere Firbung des Brettes. Dazu ist es zweckreich, nicht nur zwei Farben
zu verwenden, sondern vier. Mit diesen vier Farben (wir nennen sie der Einfachheit halber 1, 2, 3 und 4)
farben wir nun das Rechteck so, wie in Abbildung 7.26 zu sehen (diese Farbung ist gewissermalen eine
verallgemeinerte Schachbrettfarbung).

112|341 |2|3]|4]1]|2
2134|1234 (1|2]3
314 (1|2|3|4|1(2|3]4
4112|341 ]|2|3[4]1
11234123 (4]|1]2
2134|1234 (1|2]3
3141|2341 |2|3]4
4112|341 ]|2(3[4]1
112134123 |4]|1]2
2134|1234 |1|2]3

Abbildung 7.26: Farbung zu Aufgabe 7.4.

Man sieht schnell, dass jedes I-Tetromino jede der vier Farben genau einmal belegt, egal wie man es in
dem 10 x 10-Brett platziert. Wire es also moglich, das Brett mit I-Tetrominos zu belegen, dann géibe es von
jeder Farbe gleich viele Felder. Das ist aber nicht der Fall, denn zum Beispiel gibt es 25 Felder mit Farbe 1,
aber 26 Felder mit Farbe 2.

Aufgabe 7.5. Ein rechteckiger Boden wurde mit Fliesen belegt, wobei jede Fliese die Form eines I- oder
eines Quadrat-Tetrominos (siehe Abbildung 7.25) hat. Nun wird eine der Fliesen durch eine der jeweils
anderen Art ersetzt. Zeige, dass man dann das gleiche Rechteck nicht mehr belegen kann, auch wenn man
alle Fliesen umlegen darf.

Losung. Wir farben das Rechteck auf geschickte Weise, und zwar so, dass jedes Quadrat-Tetromino eine
ungerade Anzahl von schwarzen und weillen Feldern belegt, und jedes I-Tetromino eine gerade Anzahl.
Die Abbildung 7.27 zeigt zwei solche Farbungen.

ot

Abbildung 7.27: Zwei mégliche Farbungen zu Aufgabe 7.5.

Aufgrund der genannten Eigenschaft unserer Farbung ist die Geradheit der Anzahl der weilen Felder
(oder analog der schwarzen Felder) durch die Anzahl der Quadrat-Tetrominos, mit denen man das Rechteck
belegt, festgelegt: bei einer geraden Anzahl von Quadrat-Tetrominos gibt es eine gerade Anzahl von weillen
Feldern und bei einer ungeraden Anzahl von Quadrat-Tetrominos gibt es eine ungerade Anzahl von weillen
Feldern. Man sieht sofort: tauscht man eine Fliese aus, so wird diese Bedingung verletzt (da sie vorher giiltig
war), also kann man das Rechteck nicht mehr belegen.

Aufgabe 7.6. Auf jedem Feld eines 5 x 5-Bretts sitzt ein Kéfer. Auf ein Signal springt jeder Kifer in Diago-
nalrichtung ein Feld weiter (jeder Kafer wahlt zufillig eine der méglichen Diagonalrichtungen). Zeige, dass
nach dem Hiipfen mindestens 5 Felder frei sind.

Losung. Der Trick ist wieder einmal, die Felder des Brettes geschickt zu fairben. Wir verwenden die in Ab-
bildung 7.28 dargestellte Firbung.

Man sieht leicht: Jeder Kéfer andert beim Hiipfen die Farbe seines Feldes. Zu Beginn gibt es 10 Kéfer
auf schwarzen Feldern. Folglich gibt es nach dem Hiipfen 10 Kéfer auf weien Feldern (und 15 Kéfer auf
schwarzen Feldern). Insbesondere bleiben 5 weile Felder frei.

68



—

Abbildung 7.28: Farbung zu Aufgabe 7.6.

Aufgabe 7.7. Gegeben sei das folgende Netz von Strallen und Stddten. Zeige, dass es keinen Weg durch
dieses Strallennetz gibt, der jede Stadt genau einmal besucht.

Abbildung 7.29: Stralennetz zu Aufgabe 7.7.

Losung. Diese Aufgabe zeigt, dass Farbung auch sehr effektiv an Stellen eingesetzt werden kann, wo man sie
zunéchst nicht erwartet. Der Trick ist, die 14 Stddte in schwarz und weil zu farben, und zwar so, dass je zwei
an eine gemeinsame Stralle angrenzende Stddte verschiedene Farben haben. Man sieht schnell, dass das
moglich ist, und dass man dabei 8 Stddte in einer und 6 Stddte in der anderen Farbe erhilt. Jeder Rundweg
durch das Stddtenetz besucht abwechselnd weille und schwarze Stadte (so wurde die Farbung konstruiert),
insbesondere hat man nach 14 Bewegungen genauso viele weil3e wie schwarze Stddte besucht. Das ist aber
nicht moglich, da es von den beiden Farben verschiedene Anzahlen von Stddten gibt!

7.2 Schubfachprinzip

Wir widmen uns nun dem sogenannten Schubfachprinzip. Das Prinzip ist sehr simpel: Wenn man 7 + 1
Kugeln in n Schubficher tut, dann enthilt eines der Schubficher mindetens 2 Kugeln. Durch geschickte
Wabhl der , Schubfdcher und der ,Kugeln“ lassen sich sehr elegante Existenzbeweise fithren, wie wir in den
folgenden Aufgaben sehen werden.

Aufgabe 7.8. Zeige, dass es unter 13 Leuten zwei gibt, die im gleichen Monat Geburtstag haben.

Losung. Dies ist eine direkte Anwendung des Schubfachprinzips. Die ,Schubfiacher” sind die Monate und
die ,Kugeln“ sind die Personen.

Aufgabe 7.9. In einem Raum seien 100 Personen. Zeige, dass es dann mindestens zwei Personen A und B
gibt, sodass A und B die gleiche Anzahl von Personen im Raum kennen.

Lésung. Die zu beweisende Aussage ist die Existenz von zwei Personen die eine bestimmte Eigenschaft
gemeinsam haben. Da das Schubfachprinzip uns die Existenz von zwei ,Kugeln“ in einem bestimmten
»Schubfach“ garantiert, ist es naheliegend, die 100 Personen als , Kugeln“ und die méglichen Anzahlen der
Bekanntschaften als ,,Schubfdacher” zu betrachten. Der Beweis geht nun wie folgt.

Ordne jeder Person die Anzahl ihrer Bekanntschaften zu. Es gibt 100 mogliche solche Anzahlen, ndmlich
0,1,2,...,99. Es kann aber nicht sowohl eine Person mit 0 Bekanntschaften und eine mit 99 Bekanntschaf-
ten existieren, folglich kénnen nur 99 der 100 méglichen Anzahlen belegt sein. Nach dem Schubfachprinzip
gibt es somit zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Bekannschaften haben.

Aufgabe 7.10. In einem Raum seien 6 Personen. Zeige, dass man unter diesen 6 Personen 3 finden kann,
sodass sich diese drei Personen entweder untereinander kennen oder allesamt nicht untereinander kennen.

Losung. Bevor wir zur Losung dieser Aufgabe schreiten, formulieren wir sie zunédchst ein wenig um: Wir
stellen die 6 Personen durch Punkte dar und verbinden je zwei Punkte entweder mit einer roten oder einer
blauen Linie, rot fiir ,kennen sich“ und blau fiir ,kennen sich nicht“. Zu zeigen ist nun, dass egal in welchen
Farben man die Linien wiahlt, es immer drei Punkte mit gleichfarbigen Verbindungslinien gibt (also ein
einfarbiges Dreieck existiert). Abbildung 7.30 zeigt ein Beispiel.
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Abbildung 7.30: Beispielgraph zur Losung von Aufgabe 7.10. Die Farben sind durch gestrichelte bzw. ge-
punktete Linien dargestellt.

Um nun auf den gesuchten Beweis zu kommen, ist es wahrscheinlich hilfreich, eine Firbung der Linien
so zu suchen, dass kein Dreieck entsteht und dabei zu schauen, woran dieser Versuch scheitert. Wir zeigen
direkt den Beweis: Wéhle einen beliebigen Punkt x aus und betrachte die fiinf Verbindungslinien, die von
x ausgehen. Da es nur zwei Farben gibt, haben drei dieser Verbindungslinien die gleiche Farbe (das ist das
Schubfachprinzip!). Seien a, b und ¢ die Endpunkte dieser drei Verbindungslinien und sei F die gemein-
same Farbe. Falls eine der Linien zwischen a, b und c (also zum Beispiel die Linie von a nach b) die Farbe
F hat, dann entsteht automatisch ein F-farbiges Dreieck, wenn man den Punkt x dazunimmt. Andernfalls
haben alle Verbindungsliniene zwischen a, b und c die von F verschiedene Farbe, sind also gleichfarbig. In
jedem Fall haben wir ein gleichfarbiges Dreieck.

Aufgabe 7.11. Fiinf Fliegen sitzen in einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seiten die Lange 2 haben. Zeige,
dass es dann zwei Fliegen gibt, deren Abstand kleiner oder gleich 1 ist.

Losung. Wir wollen das Schubfachprinzip anwenden. Es ist naheliegend, als , Kugeln“ die fiinf Fliegen zu
wéhlen. Wir miissen jeder dieser Fliegen nun ein derartiges ,Schubfach“ zuordnen, dass zwei Fliegen im
gleichen Schubfach auf jeden Fall einen Abstand kleiner oder gleich 1 haben. Dazu zerlegen wir das gege-
bene Dreieck in vier kleinere gleichseitige Dreieck, wie in Abbildung 7.31 zu sehen.

Abbildung 7.31: Zerlegung des gleichseitigen Dreiecks und beispielhafte Fliegen zu Aufgabe 7.11.

Da es 5 Fliegen und 4 Dreiecke gibt, sitzen zwei Fliegen im gleichen Dreieck. Jedes der Dreiecke hat die
Seitenlinge 1, daher haben zwei Fliegen im gleichen Dreieck auf jeden Fall einen Abstand < 1.37

7.3 Invarianzprinzip

Zuletzt schauen wir uns eine dritte Strategie an, das sogenannte Invarianzprinzip. Invarianz hei3t in etwa
»Unverdnderlichkeit“ — die Idee der Strategie ist also nach Dingen zu suchen, die sich nicht &ndern. Zur
Verdeutlichung des Prinzips folgen einige Aufgaben.

Aufgabe 7.12. Es stehen 9 Schalen in einem Kreis und in jeder Schale liegt eine Murmel. Du darfst nun
zwei benachbarte Schalen auswéhlen und aus beiden Schalen je eine Murmel herausnehmen (falls beide
Schalen nicht leer sind) oder in beide Schalen je eine Murmel hineinlegen. Kannst du durch mehrmaliges
Ausfiihren dieses Schrittes alle Schalen leeren?

Losung. Die Antwort ist nein. Der Trick ist der folgende: In jedem Schritt verdndert sich die Anzahl der
Murmeln um 2 (entweder kommen 2 Murmeln hinzu oder es werden 2 Murmeln entfernt). Da diese Anzahl
zu Beginn 9, also ungerade ist, bleibt sie fiir immer ungerade. Die Anzahl 0 (d. h. alle Schalen leer) ist also
nicht erreichbar.

Dieser Beweis benutzte ganz wesentlich das Invarianzprinzip: die Invariante ist in diesem Fall die Pari-
tat®® der Gesamtzahl der Murmeln: sie dndert sich nicht. Da sie am Anfang anders ist als am gewiinschten
Ziel, ist das Ziel nicht erreichbar.

37Es sei dem Leser als Ubung iiberlassen zu zeigen, dass zwei Fliegen in einem gleichseitigen Dreieck der Seitenlinge a einen Ab-
stand < a haben.
38Dje Paritiit einer ganzen Zahl gibt an, ob die Zahl gerade oder ungerade ist.
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Aufgabe 7.13. An der Tafel stehen die Zahlen von 1 bis 30. In einem Schritt darfst du zwei Zahlen a und
b wegwischen und durch die Zahl a — b ersetzen. Da sich durch diesen Vorgang die Anzahl der Zahlen um
eins verringert, bleibt irgendwann nur noch eine Zahl {ibrig. Zeige, dass diese Zahl ungerade ist.

Losung. Wir machen zunéchst ein kleines Beispiel: Angenommen, am Anfang stehen die Zahlen 1 bis 6 an
der Tafel. Nun kénnen wir zum Beispiel 1 und 6 wegwischen und durch -5 ersetzen, das heif3t jetzt stehen
2,3,4,5,—5 an der Tafel. Dann nehmen wir 5 und —5 und ersetzen sie durch 10, also haben wir 2, 3,4, 10. Jetzt
machen wir 2 und 3 zu —1, also —1,4,10; dann —1 und 4 zu —5 und schlielich 10 und -5 zu 15. Das ist eine
ungerade Zahl, wie gewtlinscht.

Wir beweisen nun, dass das immer der Fall ist, bei 1 bis 30. Dazu suchen wir uns eine geeignete Invari-
ante, also eine Eigenschaft, die in jedem Schritt erhalten wird. Wir stellen zwei solche Invarianten vor:

1. Die Paritdt der Anzahl der ungeraden Zahlen dndert sich nicht in einem Schritt, denn: sind a und b
gerade, dann werden zwei gerade Zahlen weggewsischt und eine gerade Zahl kommt hinzu, das heift
die Anzahl der ungeraden Zahlen bleibt gleich; sind @ und b ungerade, so werden zwei ungerade Zahlen
weggewischt und eine gerade Zahl kommt hinzu, das heil3t die Anzahl der ungeraden Zahlen verringert
sich um zwei; ist genau eine der beiden Zahlen a und b gerade (und die andere ungerade), dann wird eine
ungerade Zahl weggewischt und eine ungerade Zahl kommt hinzu. Wir sehen also, dass sich die Anzahl
der ungeraden Zahlen in jedem Schritt entweder gar nicht oder um zwei dndert, die Paritét dieser Anzahl
bleibt also konstant.

Am Anfang gibt es 15 ungerade Zahlen, also eine ungerade Anzahl. Somit gibt es auch am Ende eine
ungerade Anzahl ungerader Zahlen, das heift die {ibrig gebliebene Zahl muss ungerade sein.

2. Die Paritat der Summe aller Zahlen dndert sich nicht in einem Schritt, denn: Durch das Entfernen von a
und b verdndert sich die Summe um —a — b, durch das Hinzufiigen von a — b wird die Summe um a—b
groBer, insgesamt dndert sie sich also um

—a—b+(a—b)=-2b,

eine gerade Zahl.

Zu Beginn ist die Summe gleich w = 15-31, sie ist also ungerade. Somit ist die Summe auch am
Ende ungerade, das heil3t die verbleibende Zahl ist ungerade.

Aufgabe 7.14. Gegeben sei ein 8 x 8-Schachbrett mit der tiblichen Farbung. Nun darfst du eine Zeile oder
eine Spalte des Brettes auswéhlen und die Farbe aller Felder in der gewéhlten Zeile oder Spalte invertieren,
also weils durch schwarz und schwarz durch weil$ ersetzen.

Kannst du durch wiederholtes Anwenden dieses Schrittes erreichen, dass genau ein Feld schwarz ist
und alle anderen Felder weil sind?

Losung. Durch Probieren stellt man fest, dass sich die Paritit der Anzahl der schwarzen Felder in einem
Schritt nicht &ndert. Der Beweis dafiir geht folgendermaBen: Angenommen, in der gewéhlten Spalte (oder
Zeile) gibt es eine ungerade Anzahl schwarzer Felder. Dann gibt es auch eine ungerade Anzahl weil3er Fel-
der, nach dem Invertieren gibt es also wiederum eine ungerade Anzahl schwarzer Felder. Ist die Anzahl der
schwarzen Felder in der Spalte oder Zeile dagegen gerade, so ist auch die Anzahl der weillen Felder in die-
sem Bereich gerade, nach dem Invertieren bleibt die Anzahl der schwarzen Felder also gerade. Wir sehen
somit, dass sich die Paritdt der schwarzen Felder in der ausgewéhlten Spalte oder Zeile nicht veréndert,
somit verdndert sich auch nicht die Paritdt der Gesamtzahl der schwarzen Felder.

Zu Beginn gibt es 32, also eine gerade Anzahl schwarzer Felder, folglich bleibt die Anzahl der schwarzen
Felder immer gerade. Somit ist der gewiinschte Zustand mit genau einem schwarzen Feld nicht erreichbar.

Aufgabe 7.15. Aufeinem Tisch liegen 3 rote, 4 griine und 5 blaue Steine. Nun darfst du zwei verschiedenfar-
bige Steine entfernen und dafiir einen Stein der dritten Farbe hinzulegen. Durch geschicktes mehrmaliges
Anwenden dieses Zuges ist es moglich, am Ende nur noch einen einzelnen Stein auf dem Tisch zu haben.
Welche der drei Farbe kann dieser Stein haben?

Losung. Wir machen zunéchst ein Beispiel: Im Folgenden beschreiben wir mit drei Zahlen r, g, b den Zu-
stand, dass r rote, g griine und b blaue Steine auf dem Tisch liegen. Zu Beginn haben wir also 3,4,5. Nun
fithren wir folgende Schrittfolge durch:

3,4,5-2,3,6—3,2,5-2,34-1,2,5-01,6-1,05-0,1,4—1,0,3—0,1,2—1,0,1-0,1,0.
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Am Ende bleibt genau ein griiner Stein tibrig, das heil3t griin ist eine mégliche Endfarbe. Die verbleibende
Frage ist, ob auch rot oder blau tibrigbleiben kann.

Die Antwort ist nein, wie wir durch folgende Untersuchung beweisen: In jedem Schritt dndert sich die
Anzahl der Steine einer jeden Farbe um 1, das heil3t alle drei Anzahlen dndern ihre Paritit. Zu Beginn haben
wir ungerade, gerade, ungerade (das heillt rot hat eine gerade Anzahl, griin eine ungerade, blau eine ge-
rade). Nach dem ersten Schritt sind die Paritdten also gerade, ungerade, gerade, danach wieder ungerade,
gerade, ungerade. Wir sehen, dass es nur die beiden Moglichkeiten ungerade, gerade, ungerade und gera-
de, ungerade, gerade gibt. Wiirde ein einzelner roter Stein tibrigbleiben, so bedeutete dies die Konfiguration
ungerade, gerade, gerade, welche nicht méglich ist. Analog fiir blau.

Abschlielend stellen wir noch eine etwas schwierigere Aufgabe vor, die zeigt, dass es manchmal sehr
schwer sein kann die richtige Invariante zu finden.

Aufgabe 7.16. In einem Kreis stehen 8 Schalen mit je einer Murmel drin. Nun darfst du zwei benachbarte
Schalen auswihlen und je eine Murmel hineintun oder je eine herausnehen (sofern méglich). Kannst du
durch mehrmaliges Anwenden dieses Schrittes die Konfiguration in Abbildung 7.32 erreichen?

i 0
0 i
0 0
o 0

Abbildung 7.32: Zu erreichende Konfiguration in Aufgabe 7.16.

Losung. Die einfachste Idee fiir eine Invariante wére die Paritdt der Anzahl der Murmeln. Diese ist aber zu
Beginn gerade und auch in der gewiinschten Endkonfiguration gerade, hilft also nicht.

Eine etwas schlauere Invariante ist die folgendermafen berechnete alternierende Summe S: Man nimmt
jede zweite Schale und addiert die Anzahlen der Murmeln darin, dann subtrahiert man die Anzahlen der
Murmeln in den restlichen Schalen. Man kann sich relativ leicht davon tiberzeugen, dass S sich durch den
angegebenen Schritt nicht &ndert, da zwei benachbarte Schalen mit verschiedenen Vorzeichen in die Sum-
me eingehen. Zu Beginn ist S = 0. In dem gewiinschten Ende wére S = 2, das ist also nicht erreichbar.

7.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel drei verschiedene Strategien kennengelernt, die zum Lésen von Olympiade-
aufgaben angewendet werden kdonnen: Farbungen, Schubfachprinzip und Invarianzprinzip.

Féarbungen sind oft sehr hilfreich, wenn man beweisen will, dass etwas nicht existiert (wie zum Bei-
spiel eine bestimmte Belegung eines Brettes), indem man durch geschickte Farbung der gegebenen Objekte
einen Widerspruch erzeugt.

Das Schubfachprinzip hingegen wird angewendet, um die Existenz von bestimmten Objekten zu zeigen.
Aufgaben zum Schubfachprinzip erkennt man hiufig daran, dass die Existenz von zwei (oder mehr) Objek-
ten zu beweisen ist, die allesamt eine bestimmte Eigenschaft gemeinsam haben. Die Objekte sind dann die
»,Kugeln“ und die Eigenschaft wird durch die ,Schubfiacher” beschrieben.

Das Invarianzprinzip dient dhnlich den Farbungen meist dazu, etwas zu widerlegen. Es ist immer dann
sehr hilfreich, wenn die Aufgabe das wiederholte Anwenden einer bestimmten Modifikation (also eines
»Schrittes“) beinhaltet.
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8 Kombinatorik

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Kombinatorik. Grob gesagt geht es dabei um das Zéhlen be-
stimmter Mengen, wie zum Beispiel der Moglichkeiten, in welcher Reihenfolge ein Rennen mit 10 Perso-
nen ausgehen kann. Dadurch spielt die Kombinatorik gerade in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine sehr
grof3e Rolle; einige kombinatorische Ideen ziehen sich aber auch durch die gesamte Mathematik.

Wir werden uns zundchst Formeln zum Zdhlen von ein paar grundlegenden Mengen ansehen. Anschlie-
Bend werfen wir einen genaueren Blick auf die Binomialkoeffizienten, die uns bereits bei den Zahlenfolgen
begegnet sind. Wir werden feststellen, dass Binomialkoeffizienten auf ganz natiirliche Weise in der Kombi-
natorik auftreten und eine nicht wegzudenkende Rolle spielen. Abschlieend werfen wir einen Blick auf die
sogenannte Graphentheorie, einem groen und sehr wichtigen Teilgebiet der Kombinatorik.

8.1 Summen- und Produktregel

Die ersten beiden Zdhlregeln, die wir uns ansehen, sind die sogenannte Summen- und die Produktregel. Im
Folgenden bezeichnen wir mit | A| stets die Machtigkeit der Menge A, das hei3t (da wir nur endliche Mengen
betrachten) die Anzahl der Elemente in der Menge. Wir erhalten damit zundchst die folgende Regel:

Satz 8.1 (Summenregel). Sind A und B zwei endliche Mengen, so gilt:
|[AuB|=|Al+|B|-|ANnBI.

Dabei bezeichnet AU B die Menge aller Elemente, die in A oder B sind, und An B bezeichnet die Menge aller
Elemente, diein A und B sind.

Beweis. Wenn wir die Elemente in AU B zidhlen wollen, dann kénnen wir zuerst die Elemte in A und die in B
zédhlen und beides zusammenaddieren. Dann haben wir tatsdchlich alle Elemente in Au B gezéhlt, manche
Elemente jedoch doppelt. Die doppelt gezdhlten Elemente sind genau die, die sowohl in A als auch in B
liegen, die also in An B sind. Da wir diese Elemente nur einmal zdhlen wollen, miissen wir deren Anzahl
einmal von unserem Ergebnis abziehen. Das ergibt obige Gleichung. O

Ein Beispiel fiir die Summenregel ist das Folgende:

Beispiel 8.2. Wir berechnen die Anzahl der zweistelligen Zahlen, die mindestens eine Ziffer 4 enthalten.
Dabei kann die 4 entweder an Zehnerstelle oder an Einerstelle stehen. Sei A die Menge der zweistelligen
Zahlen, die an Zehnerstelle eine 4 haben und B die Menge der zweistelligen Zahlen, die an Einerstelle eine
4 haben. Dann ist AU B die Menge aller Zahlen, die mindestens eine Ziffer 4 enthalten und es gilt:

|AuB|=|A|+|B|-|AnB|=10+10-1=19.
Wir kommen nun zur Produktregel. Dazu brauchen wir zunéchst eine Definition:

Definition 8.3. Seien A und B zwei Mengen. Dann bezeichnen wir mit A x B die Menge aller Paare (a, b),
wobei a aus A und b aus B stammt. Sind A, Ay, ..., A, beliebige n Mengen, so bezeichnen wir mit A; x
Ay x...x A, die Menge aller Moglichkeiten, aus jedem A; ein Element a; auszuwihlen, also die Menge aller
(my, ay,...,a,) mit a; aus A;.

Beispiel 8.4. Sei A= {a, b} und sei B = {1,2,3}. Dann ist
AxB={(a)),(a?2),(a73),(b1),(b2),(b,3)}.
Die folgende Regel hilft uns, die Anzahl der Elemente in A x B auszurechnen:
Satz 8.5 (Produktregel). Sind A und B zwei endliche Mengen, so gilt
|Ax B|=]|Al-|B].

Beweis. Jedes Paar (a, b) aus A x B besteht aus einem Element a aus A und einem Element b aus B. Es gibt
| Al Méglichkeiten, das Element a zu wihlen. Bei jeder dieser Moglichkeiten gibt es | B| Moglichkeiten, das
Element b zu wihlen. Insgesamt haben wir also | A| - |B| mégliche Paare, wie zu beweisen war. O

Genauso kann man beweisen: Sind Ay, Ay, ..., A, endliche Mengen, so gilt

[A1 x Az x ... x Ap| = A1l -] A2 ... |Anl.
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Beispiel 8.6. a) In obigem Beispiel 8.4 gilt |[A| =2, |[B|=3und |[AxB|=6=2-3.

b) Ein Bit ist entweder 0 oder 1, ein Byte besteht aus 8 Bits, zum Beispiel 00101101. Wie viele verschiedene
Bytes gibt es?
Fiir jede Stelle des Bytes gibt es 2 Moglichkeiten. Da wir 8 Stellen haben, gibt es insgesamt 28 = 256

mogliche Bytes. In diesem Beweis haben wir implizit die Produktregel angewandt: Sei A} = Ay =--- =
Ag =10,1}. Dann ist |A; x Ay x ... x Ag| =2-2-...-2=28,

c) Wie viele fiinfstellige Zahlen gibt es? Es gibt 9 Moglichkeiten fiir die erste Ziffer und jeweils 10 Moglich-
keiten fiir jede weitere Ziffer. Also gibt es 9-10* = 90000 fiinfstellige Zahlen.

Die folgende Aufgabe ist eine etwas abgewandelte Version einer Zehntkldssler-Olympiadeaufgabe:
Aufgabe 8.7. a) Wie viele zweistellige Zahlen gibt es, die keine Ziffer 4 enthalten?
b) Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, die mindestens eine Ziffer 4 enthalten?

Losung. Die Teilaufgabe a) ist relativ leicht gelost: Es gibt 8 Mdéglichkeiten fiir die erste Ziffer (alle auller 0
und 4) und 9 Méglichkeiten fiir die zweite Ziffer, also insgesamt 8 - 9 zweistellige Zahlen ohne 4.
Fiir die Teilaufgabe b) gibt es mehrere Moglichkeiten zur Lésung:

1. Zwischen 100 und 200 gibt es genau 19 Zahlen mit einer Ziffer 4 (siehe Beispiel 8.2). Ebenso gibt es zwi-
schen 200 und 300, zwischen 300 und 400 (ohne die 400), zwischen 500 und 600, zwischen 600 und 700,
zwischen 700 und 800, zwischen 800 und 900 und zwischen 900 und 1000 jeweils 19 dreistellige Zahlen
mit einer Ziffer 4. Das sind ingesamt schonmal 8- 19 = 152 Zahlen. Hinzu kommen alle Zahlen zwischen
400 und 500, also nochmal 100. Insgesamt gibt es somit 252 dreistellige Zahlen mit mindetens einer Ziffer
4.

2. Wir machen eine Fallunterscheidung tiber die Position der Ziffer 4: Im ersten Fall gibt es genau eine 4 in
der Zahl. Wenn diese 4 an erster Stelle steht, dann gibt es noch 9-9 Moglichkeiten fiir die anderen beiden
Ziffern; wenn die 4 an zweiter oder dritter Stelle steht, dann gibt es jeweils 8-9 Moglichkeiten. Insgesamt
gibt es im ersten Fall also 9-9 +2- (8-9) = 225 Moglichkeiten.

Im zweiten Fall betrachten wir die Zahlen mit genau zwei Ziffern 4. Ist eine der beiden Vieren die erste
Ziffer der Zahl, dann gibt es jeweils 9 Moglichkeiten fiir die , Nicht-Vier“, andernfalls nur 8 Moglichkei-
ten. Insgesamt haben wir in diesem Fall also 2 -9 + 8 = 26 Zahlen.

Der dritte Fall besteht aus den Zahlen mit genau drei Ziffern 4. Davon gibt es nur eine, ndmlich 444.

Insgesamt haben wir also 225 + 26 + 1 = 252 Zahlen mit mindestens einer Ziffer 4.

3. Esgibt 8-9-9 = 648 dreistellige Zahlen, die keine Ziffer 4 enthalten (8 mégliche Hunderterstellen, jeweils
9 mogliche Zehner- und Einerstellen). Da es insgesamt 900 dreistellige Zahlen gibt, gibt es genau 900 —
648 = 252 dreistellige Zahlen mit mindestens einer Ziffer 4.

Der dritte Losungsweg demonstriert ein sehr méchtiges Hilfsmittel beim Zdhlen: Anstatt die Elemente einer
Menge A direkt zu zdhlen, z&hlt man alle Elemente der Grundmenge, die nicht in A liegen.
8.2 Permutationen

In diesem Abschnitt werfen wir einen kurzen Blick auf das Zdhlen von ganz bestimmten Dingen, ndmlich
von sogenannten Permutation:

Definition 8.8. Eine Permutation von n Objekten ist eine Anordnung dieser n Objekte.
Es gibt eine einfache Formel fiir die Anzahl der Permutationen von n Objekten:
Satz 8.9. Esgibtgenaun!=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 Permutationen von n Objekten.

Beweis. Es gibt n Moglichkeiten fiir das erste Objekt in der Anordnung. Bei jedem ersten Objekt gibtes n—1
Moglichkeiten fiir das zweite Objekt, dann jeweils n — 2 Moglichkeiten fiir das dritte Objekt und so weiter.
Insgesamt gibt es also n! mogliche Anordnungen. O

Beispiel 8.10. Es gibt 5! = 120 Mdéglichkeiten, in welcher Reihenfolge die fiinf Teilnehmer eines Wettrennens
ins Ziel kommen.
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Die folgende Aufgabe stammt aus der achten Klasse der Matheolympiade:
Aufgabe 8.11. Die sechs Freund A, B, C, D, E und F wollen im Kaufhaus eine Rolltreppe benutzen.
a) Wie viele Mdglichkeiten gibt es fiir die Reihenfolge, in der die sechs Freunde die Rolltreppe betreten?
b) Wie viele Méglichkeiten gibt es noch, wenn A ganz vorne und F ganz hinten sein wollen?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn A, B und C beisammen stehen wollen (nicht unbedingt in dieser
Reihenfolge)?

Losung. In Teilaufgabe a) gibt es 6! = 720 Moglichkeiten. Bei b) sind es noch 4! = 24 Méglichkeiten, da nur
noch die Freunde B, C, D und E angeordnet werden miissen.

Die Teilaufgabe c) ist ein bisschen schwieriger: Als erstes betrachten wir die drei Freunde A, B, C als ein
Objekt. Zusammen mit D, E und F haben wir dann vier Objekte, die wir anordnen miissen, dafiir gibt es also
4! Moglichkeiten. Nun gibt es bei jeder dieser Moglichkeiten noch 3! mogliche Anordnungen der Freunde
A, B, C untereinander. Insesamt gibt es also 4!- 3! = 24 - 6 = 144 Moglichkeiten.

8.3 Variationen

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte Variationen, die eine Verallgemeinerung von Permutatio-
nen darstellen:

Definition 8.12. Eine Variation von n Objekten auf k Plédtze ist eine Belegung der k Pldtze mit den n Objek-
ten, wobei die Reihenfolge wichtig ist. Wenn jedes Objekt nur einmal verwendet werden darf, spricht man
von ,,ohne Wiederholung“, andernfalls von ,mit Wiederholung®.

Offenbar ist eine Variation von n Objekten auf n Pldtze ohne Wiederholung das gleiche wie eine Permu-
tation der n Objekte.

Satz 8.13. Esgibtn-(n—1)-...-(n—k+1) = (n%'k), Variationen ohne Wiederholung von n Objekten auf k

Pliitze und n* Variationen mit Wiederholung von n Objekten aufk Plitze.

Beweis. Der Beweis fiir Variationen ohne Wiederholung ist genauso wie bei den Permutationen. Die Formel
fiir die Anzahl der Variationen mit Wiederholung folgt sofort aus der Produktregel, denn fiir jeden Platz gibt
es (unabhingig voneinander) genau n mogliche Objekte. O

Es folgen zwei beispielhafte Aufgaben, die Variationen benutzen.

Aufgabe 8.14. Ein Hotel hat 10 Zimmer. Nun erscheinen 7 Giste. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die 7
Gaste auf die 10 Zimmer zu verteilen, wenn in jedem Zimmer hochstens ein Gast sein darf?

Losung. Der Trick besteht in der folgenden Betrachtung der Aufgabe: Statt jedem Zimmer einen Gast zuzu-
ordnen kénnen wir auch jedem Gast ein Zimmer zuordnen. Wir haben also sieben , Pliatze“ (die Giste) und
auf jeden Platz miissen wir eine Nummer von 1 bis 10 schreiben, wobei sich die Nummern nicht wiederho-
len diirfen. Das ist also eine Variation: Es gibt 10 Moglichkeiten fiir die Zimmernummer des ersten Gastes,
dann jeweils 9 Moglichkeiten fiir die Zimmernummer des zweiten Gastes, dann 8 fiir den dritten, 7 fiir den
vierten, usw., bis der letzte Gast noch vier mégliche Zimmernummern hat. Es gibt somit

10-9-8-...-4=604800
mogliche Verteilungen. Beachte, dass das gleich 13—0!! ist, unsere alternative Formel fiir Variationen.
Aufgabe 8.15. Ein deutsches Autokennzeichen besteht (abgesehen vom Ortskiirzel) aus
i) Ein oder zwei Blockbuchstaben, die jedoch nicht die Kombination NN oder NS bilden diirfen.
ii) Drei oder vier Ziffern.
Wie viele verschiedene Autokennzeichen gibt es also?

Lésung. Wir unterscheiden vier Félle, je nachdem, wie viele Buchstaben und wie viele Ziffern das Kennzei-
chen hat:

1. Ein Buchstabe, drei Ziffern: In diesem Fall gibt es 26 Moglichkeiten fiir den Buchstaben und 10% = 1000
Moglichkeiten fiir die Ziffern, also insgesamt 26 - 1000 = 26000 mégliche Kennzeichen.
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2. Ein Buchstabe, vier Ziffern: Wie zuvor, nur mit 10* moglichen Zahlen, also insgesamt 260000 Moglich-
keiten.

3. Zwei Buchstaben, drei Ziffern: Wir haben zunzchst 262 Moglichkeiten, zwei Buchstaben zu wéhlen. Da
aber NN und NS nicht erlaubt sind, haben wir nur 262 — 2 Méglichkeiten fiir die beiden Buchstaben in
unserem Kennzeichen. Dann gibt es noch jeweils 1000 mégliche Zifferkombinationen, also insgesamt
(262 =2)-1000 = 674000 mogliche Kennzeichen.

4. 7Zwei Buchstaben, vier Ziffern: Wie zuvor, nur mit 10* moglichen Zahlen, also insgesamt 6740000 Mog-
lichkeiten.

Die Gesamtzahl aller moglichen Kennzeichen ist die Summe der Anzahlen aus den vier Fillen, da sich die
Félle nicht iiberschneiden (das ist wohlgemerkt eine etwas allgemeinere Version der Summenregel!). Es gibt
also

26000 + 260000 + 674000 + 6740000 = 7700000

mogliche Kennzeichen.

8.4 Kombinationen

In diesem Abschnitt widmen wir uns nach den Permutationen und den Variationen den sogenannten Kom-
binationen. Zunéichst eine Definition:

Definition 8.16. Eine Kombination von k Objekten aus n Objekten ist eine Auswahl von k Objekten unter
den n Objekten.

Wie zuvor wollen wir auch in diesem Abschnitt eine Formel fiir die Anzahl der Kombinationen herleiten.
Zunichst betrachten wir aber ein paar Beispiele.

Beispiel 8.17. a) Gegeben fiinf Objekte a, b, ¢, d, e, wie viele Moglichkeiten gibt es, daraus drei Objekte aus-
zuwihlen?

Wir zdhlen alle méglichen Auswahlen auf (dabei ist die Reihenfolge, in der man die Objekte wihlt, egal):
abc,abd, abe,acd, ace,ade,bcd, bce,bde,cde.
Es gibt also 10 Mdglichkeiten.

b) Wie viele Méglichkeiten gibt es, nur zwei Objekte aus a, b, ¢, d, e auszuwzhlen?

Es sind:
ab,ac,ad,ae,bc,bd, be,cd, ce,de,

also wiederum 10 Moglichkeiten.

Wenn man ein wenig dariiber nachdenkt, dann ist es nicht iiberraschend, dass es genauso viele Mdg-
lichkeiten gibt, zwei Objekte aus a, b, ¢, d, e auszuwihlen, wie drei auszuwihlen. Denn zwei Objekte aus-
zuwdhlen ist gleichbedeutend damit, drei Objekte ,nicht auszuwdhlen“ und es gibt offenbar genauso
viele Moglichkeiten drei Objekte nicht auszuw#hlen wie drei Objekte auszuwéhlen.

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, vier Objekte aus a, b, ¢, d, e auszuwédhlen? Nach der im vorigen Beispiel
festgestellten Symmetrie ist ,,vier auswahlen“ das gleiche wie , eins auswéhlen“, es muss also 5 Mdglich-
keiten geben. Und das ist tatséchlich richtig:

abcd,abce,abde,acde,bcde.

Unser Ziel ist es nun, eine allgemeine Formel fiir die Anzahl der Kombinationen von k Objekten aus n
Objekten herzuleiten (fiir fixiertes n und k). Wir stellen fest, dass man Kombinationen auch durch Varia-
tionen beschreiben kann: Eine Kombination ist im Prinzip das gleiche wie eine Variation, nur dass man die
Reihenfolge der Plétze nicht beachtet (so sind etwa abc und bca verschiedene Variationen, repriasentieren
aber die gleiche Kombination, also die gleiche Auswahl von Objekten).

Ein Beispiel: Wir sehen, dass es fiir ein un dieselbe Kombination abc genau 6 verschiedene Variationen
gibt, die sie reprdsentieren, ndmlich abc, ach, bac, bca,cab, cba. Das ist bei jeder Kombination von drei
Objekten aus a, b, ¢, d, e so, das heilt die Anzahl der Kombinationen von 3 aus 5 ist ein Sechstel der Anzahl
der Variationen von 5 Objekten auf 3 Plidtze. Die Anzahl der Variationen ist 5-4-3, somit erhalten wir % =10
mogliche Kombinationen, wie wir im vorigen Beispiel bereits durch explizites Zdhlen festgestellt haben.

Wir verallgemeinern dieses Prinzip zu folgender Formel:
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Satz 8.18. Die Anzahl der Kombinationen von k Objekten aus n Objekten ist

n-(n—l)-...-(n—k+1)_ n!
k! Ck-(n-k)

Beweis. Esgibtn-(n—1)-...-(n—k+1) Moglichkeiten, n Objekte auf k Platzen zu verteilen. Fiir jede Auswahl
von k Objekten aus n Objekten gibt es dabei genau k! moégliche Anordnungen der k Objekte auf den k
Platzen. Somit zéhlen wir bei den Variationen von n Objekten auf k Plédtze jede Kombination von k Objekten
aus n Objekten genau k! mal. Es ergibt sich, dass die Anzahl der Kombinationen genau ein k!-tel der Anzahl
der Variationen ist. Die gesuchte Anzahl ist also

n-(n-1)-...-(n—k+1)
k! ’
wie zu beweisen war.
Fiir die zweite Formel (rechts vom Gleichheitszeichen in der Behauptung) beachte man, dass n-(n—-1)-

o(n—-k+1)= (n+!k)!’ womit sich aus den Regeln der Bruchrechnung ergibt:

n-(n—l)-...-(n—k+1)_#!;c)g_ n!

k! KkR-n=-k! H

Beispiel 8.19. a) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto zu gewinnen. Ein Los besteht aus 6
verschiedenen Zahlen, jede davon zwischen einschliefflich 1 und 49. Aus dem vorigen Satz folgt, dass es

=13.983.816

49| 49-48-47-46-45-44
6] 6!

mogliche Lose gibt. Da alle gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit, das richtige Los gezo-
gen zu haben, gleich
1

—— ~7.15-10"%=0,0000075%.
13.983.816

Es ist also recht unwahrscheinlich.

b) Gegeben sei eine Gruppe von 10 Jungen und 7 Madchen. Wie viele Moglichkeiten gibt es, daraus 5 Per-
sonen auszuwdhlen, wobei 3 davon Jungen und 2 davon Méddchen sein sollen?

Es gibt (130) Moglichkeiten, die 3 Jungen zu wéhlen. Bei jeder Wahl der Jungen gibt es (Z) Moglichkeiten,
die Madchen auszuwihlen. Insgesamt gibt es also

10\ (5
(2] =120-10=1200

Moglichkeiten, die Gruppe zu wihlen.

8.5 Das Pascalsche Dreieck

Aus dem Kapitel zu Zahlenfolgen (Abschnitt 4.5) ist uns das Pascalsche Dreieck bekannt (siehe Abbildung
8.33). Jede Zahl in dem Dreieck ist die Summe der beiden schrig dariiberliegenden Zahlen.

Im Kapitel zu den Zahlenfolgen hatten wir die Binomialkoeffizienten als die Zahlen in dem Pascalschen
Dreieck definiert. Dabei bezeichnete (}) die Zahl an Position k in der n-ten Zeile. Nun haben wir eine neue
Definition fiir den Binomialkoeffizienten, namlich die Formel aus Satz 8.18. Die interessante Frage ist nun,
ob die neue und die alte Definition der Binomialkoeffizienten iibereinstimmen, ob also die Zahlen im Pas-
calschen Dreieck (gebildet durch die Bildungsvorschrift des Dreiecks) die Formel fiir die Anzahl der Kom-
binationen erfiillen. Dies ist tatséchlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 8.20. Die Zahlen im Pascalschen Dreieck sind die Binomialkoeffizienten, das heifst die Zahl an Position
k in der n-ten Zeile beschreibt die Anzahl der Méglichkeiten, k Objekte aus n Objekten auszuwdhlen.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die Binomialkoeffizienten die gleiche Bildungsvorschrift erfiillen wie
da Pascalsche Dreieck, da diese Vorschrift das Dreieck eindeutig definiert. Zum Beispiel muss gelten:

(Cl=C) G- G-
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Abbildung 8.33: Das Pascalsche Dreieck.

Im Allgemeinen muss der Binomialkoeffizient (Z:}), der an der (k +1)-ten Position in der (n + 1)-ten Zeile

steht, gleich der Summe der beiden dariiberliegenden Binomialkoeffizienten, also (}) und (,,) sein, es

muss also fiir alle » und k gelten:

n+1l _|n N n
k+1) \k] \k+1[
Wir beweisen diese Formel auf zwei verschiedene Arten:

1. Wir bedienen uns einer sehr eleganten und sehr méachtigen Beweismethode der Kombinatorik: doppel-
tes Abzdhlen. Der Trick ist, eine bestimmte Menge auf zwei verschiedene Weisen abzuzzhlen und dabei
zwei verwschiedene Formeln zu bekommen. Dann sind diese beiden Formeln natiirlich gleich, weil sie
ja das gleiche zdhlen.

Wir zdhlen die Anzahl der Méglichkeiten, aus n + 1 Objekten k + 1 Objekte auszuwéhlen. Natiirlich ist
sofort klar, dass es dafiir (}'1]) Méglichkeiten gibt. Wir kénnen diese Méglichkeiten aber auch auf andere
Weise zdhlen: Wir wihlen ein bestimmtes Objekt a aus. Jede Wahl von k + 1 Objekten aus 7 + 1 Objekten
enthilt entweder das Objekt a oder nicht. Dabei gibt es (};) mogliche Auswahlen, die a enthalten (ab-
gesehen von a gibt es noch k weitere Objekte, die man aus n moéglichen Objekten auswéhlen darf) und
( kfl) mdogliche Auswahlen, die a nicht enthalten (da a nicht gewéhlt werden darf, gibt es nur n Objek-

te, aus denen man wihlen darf). Somit ist die Gesamtzahl aller méglichen Auswahlen gleich () + (,F,)-

Andererseits ist diese Anzahl gleich (}71), womit die behauptete Formel gezeigt ist.

2. Der zweite Losungsweg besteht darin, die Formel fiir die Binomialkoeffizienten einzusetzen und so lan-
ge dquivalent umzuformen, bis man eine offensichtlich wahre Aussage erhilt (wir benutzen dabei die
Definition der Fakultdt, zum Beispiel ist ndmlich (k+ 1)! = (k+1) - k!):

[

(n+1)! n! n!
— = +
k+D!-(n+1-(k+1)! k-(n-k! (k+D!-(n—-(k+1)!
— (n+1)! B n! N n! | (k4 Dl (- B!
(k+DI-(n—-Kk)!  k-(n—k!  (k+D!-(n—k-1) ' ’
— m+D!'=(k+1)-n'+(n-%k)-n! |:n!
= n+l=k+l+n-k
= n+l=n+1.
Beide Wege fiithren zum Ziel, jedoch ist der erste Weg eleganter. Dafiir ist er aber schwerer zu finden. O

8.6 Formeln mit Binomialkoeffizienten

Die Binomialkoeffizienten ( Z) spielen eine wichtige Rolle in der Mathematik. Nicht nur wegen ihrer kombi-
natorischen Bedeutung (also dass sie die Anzahl der Méglichkeiten, k Objekte aus n Objekten auszuwahlen,
darstellen), sondern auch wegen bedeutungsvollen Formeln, die sie erfiillen. Die wohl bekannteste dieser

78



Formeln, der sogenannte Binomialsatz, wird am Ende dieses Abschnitts vorgestellt und dient als kleiner
Ausblick, was man mit Binomialkoeffizienten alles anfangen kann.

Zunichst beweisen wir aber zwei andere Formeln tiber Binomialkoeffizienten, die ebenfalls interessant
sein k6nnen:

Satz 8.21. Sei n = 0 eine beliebige natiirliche Zahl. Addiert man alle Binomialkoeffizienten () mit k =

0,1,...,n, das heifst addiert man alle Eintréiige der n-ten Zeile im Pascalschen Dreieck, so erhdlt man 2". In
Formeln ausgedriickt:

() fe)-=

Beweis. Eine Moglichkeit des Beweises wére, sich das Pascalsche Dreieck genauer anzusehen und festzu-
stellen, dass sich die Summe einer Zeile mit jeder Zeile verdoppelt. Wir fithren allerdings einen anderen
Beweis, der auf doppeltem Abzdhlen basiert.

Wir zdhlen die Anzahl aller Teilmengen von der Menge M = {1,2,..., n} (fiir n = 0 setzen wir M = @). Fiir
jedes k zwischen 0 und n gibt es genau (Z) Teilmengen von M mit je genau k Elementen. Die Anzahl aller
Teilmengen ist also die Summe () + () +---+(})-

Andererseits lassen sich die Teilmengen auch folgendermaQen zdhlen: Jede Teilmenge ist dadurch be-
stimmt, welche Elemente sie enthilt. Jedes Element kann entweder in der Teilmenge sein oder nicht, es gibt

also fiir jedes der n Elemente aus M zwei Moglichkeiten; insgesamt gibt es somit 2” Teilmengen von M. O

Satz 8.22. Sein = 1. Addiert man die Elemente in der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks mit abwechseln-
dem Vorzeichen, so erhdlt man 0. In Formeln ausgedriickt:

oG-l

Beweis. Wir skizzieren einen Beweis. Der Leser sei dazu aufgefordert, ihn zu vervollstandigen.
Nebeneinanderliegende Zahlen in der n-ten Zeile haben verschiedenes Vorzeichen in obiger Summe.
Wir betrachten die Zahlen in der (n — 1)-ten Zeile, aus denen die beiden nebeneinanderliegenden Zahlen
durch Addition gebildet werden. Die Zahl, die in der (n — 1)-ten Zeile zwischen den beiden nebeneinan-
derliegenden Zahlen aus der n-ten Zeile liegt, wird in beiden Zahlen als Summand benutzt. Da die beiden
Zahlen mit verschiedenem Vorzeichen in die Summe eingehen, heben sich die beiden Vorkommen der Zahl
aus der (n — 1)-ten Zeile auf. Dies passiert mit allen Zahlen in der (n — 1)-ten Zeile, also ist die alternierende
Summe 0, wie zu zeigen war. O

Zum Abschluss geben wir wie angekiinfigt einen kleinen Ausblick auf den sogenannten Binomialsatz.
Dieser Satz erlaubt es einem, die Summe von zwei Zahlen zu potenzieren, also Terme wie (a + b)"" auszu-
rechnen. Im Fall n = 2 erhédlt man durch Ausmultiplizieren die binomische Formel

(a+b)? =(a+b)(a+b)=ad*+2ab+b>.

Auf dhnliche Weise kann man Formeln fiir héhere Potenzen aufstellen (jeweils durch Ausmultiplizieren),
zum Beispiel:

(a+ b)3 =a®+3ad’b+3ab® + b3,
(a+ b)4 =a*+4a®b+6a’b® +4ab® + b4,
(a+b)° =a®+5a*b+10a°b? +10a°b® + 5ab* + b°.

Die dabei auftretende Zahlen (sogenannte Koeffizienten) entpuppen sich bei genauerem Hinsehen als ge-
nau die Binomialkoeffizienten (Z) Dies fiihrt zu folgendem Satz:

Satz 8.23. Seien a und b zwei Zahlen, sei n = 0 eine natiirliche Zahl. Dann gilt:

(a+b)" = (n)a” + (n)a”‘1b+ (")a"‘zb2 + (”)an—sbs ot (")bn.
0 1 2 3 .

Die Formel auf der rechten Seite mag kompliziert aussehen (und eignet sich gewohnlich nicht sonder-
lich gut zum Berechnen von (a + b)"), spielt aber eine groRe Bedeutung in vielen mathematischen Anwen-
dungen. Zum Beispiel folgen sofort die obigen beiden Sétze: Satz 8.21 folgt fiir a = b = 1 und Satz 8.22 folgt
fira=1,b=-1.
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